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Mathematische Grundlagen

1 Einfiihrung

Bei diesen Notizen soll es sich um eine Ubersicht der mathematischen Grund-
lagen handeln, die wir im Kurs benotigen werden. Einiges hiervon wird vielen
schon bekannt sein, anderes wird noch im Kurs behandelt werden. Wichtig ist
uns, einen (wenn auch vielleicht unvollstéindigen) Katalog zu erstellen, den ihr
bei der Vorbereitung Eurer Vortrége zur Verfiigung habt.

Des weiteren geht es uns darum, Euch mit der formalen mathematischen
Ausdrucksweise vertraut zu machen. Denjenigen, die schon intensiveren Kon-
takt mit Mathematik hatten, wird diese Sprache schon bekannt sein; in der
Schule lernt man sie jedoch oft nicht kennen. Die Fahigkeit, eine intuitive Vor-
stellung von einem Konzept in formale Mathematik zu verwandeln, gehort zum
Riistzeug einer Mathematikerin. Auch wenn wir in diesen Notizen nicht alles
von den Grundlagen her entwickeln kénnen, und auch nicht jeden Satz beweisen
werden, bemiihen wir uns dennoch, diesen Aspekt gebiihrend zu beriicksichti-
gen. Daher haben wir auch versucht, die Abschnitte 2 bis 4, deren Inhalt zu
groflen Teilen aus der Analysis bekannt sein sollte, moglichst ausfiihrlich dar-
zustellen. Insbesondere werden wir bei vielen Sétzen darauf hinweisen, daf§ Thr
sie als Ubungsaufgabe aus dem zuvor gesagten herleiten konnt. Wenn Ihr Euch
im mathematischen Formalismus noch nicht ganz zu Hause fiihlt, dann ver-
sucht doch, einige dieser Sétze einmal in aller Genauigkeit formal zu beweisen.
Lafit Euch vom relativ groflen Umfang dieser Ansammlung nicht abschrecken.
Es ging darum, das Nachschlagen einfach zu machen, daher ist vieles enthalten,
das nicht fiir jeden Vortrag im Kurs Bedeutung haben wird. Abschnitt 4 ist
bei Abstand der wichtigste, und dessen Inhalt sollte gréfitenteils aus der Schule
bekannt sein.



2 Grundlagen

Mengen. Mengenlehre bildet das Fundament der Mathematik. Im streng for-
malen logischen Aufbau bildet die Mengenlehre das Axiomensystem, aus dem
alle anderen Aussagen abgeleitet werden. Wir werden uns hier nicht auf diesen
Standpunkt stellen, sondern Mengen etwas naiver betrachten. Wer an einer for-
maleren Darstellung interessiert sein sollte, sei etwa auf das Biichlein “Naive
Mengenlehre” von Halmos verwiesen. Eine Menge ist fiir uns stets eine An-
sammlung von mathematischen Objekten, den FElementen der Menge. Ist A
eine Menge und z ein Objekt, so schreiben wir “z € A” fiir die Aussage “z ist
Element von A.” Sind A und B Mengen, so ist A Teilmenge von B, in Zeichen
A C B, falls jedes Element von A auch Element von B ist. Eine Menge wird
durch ihre Elemente vollstindig bestimmt: A = B genau dann, wenn A C B
und B C A.

Sind A und B Mengen, so ist A U B (die Vereinigung) die Menge aller Ele-
mente, die in A oder B enthalten sind, und AN B (die Schnittmenge) die Menge
aller Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind. Ist p eine mathe-
matische Eigenschaft, so ist {z € A: z erfiillt p} die Menge aller Elemente von
A, die p erfiillen. So definiert man auch die Menge A\ B := {& € A: 2 ¢ B}.
Sind A und B Mengen, so ist A x B, das kartesische Produkt, die Menge aller
Paare (a,b) mit a € A und b € B. Die leere Menge bezeichnet man mit .

Funktionen und Relationen. Sind A und B Mengen, so ordnet eine Funk-
tion f : A —» B jedem Element von f genau ein Element f(z) € B zu. Eine
Relation ~ zwischen A und B bezeichnet ein Verhiltnis zwischen Elementen von
A und Elementen von B. Dabei kann ein Element von A zu mehreren Elementen
b € B dquivalent sein (in Zeichen a ~ b).

BEMERKUNG. Dies ist natiirlich keine formal mathematische Definition. Wenn
man es genau nehmen will, kann man eine Relation ~ einfach als eine Men-
ge von Paaren in A x B definieren. a ~ b ist dann nur eine Schreibweise fiir
(a,b) €~. Eine Funktion ist eine Relation f derart, daf} fiir jedes z € A die
Menge {b: (z,b) € f} einelementig ist. Das eindeutig bestimmte Element dieser
Menge wird dann als f(x) bezeichnet.

DEFINITION. Sei R C A x B eine Relation und X C A. Dann definieren wir
R(X):={ye€ B:3z € X : zRy}

und
R~ :={(b,a) € Bx A: (a,b) € R}.

R~ ist eine Relation zwischen B und A und heiit Umkehrrelation von R. Ist
insbesondere R = f : A — B eine Funktion, so ist f(X) das Bild von X unter
f. f~! ist im allgemeinen nur noch eine Relation; fiir Y C B wird f~(Y) das
Urbild von Y unter f genannt.

DEFINITION. Sei ~ eine Relation auf A (d.h. ~C A x A). ~ heifit



o reflexiv, falls gilt: Ve € A : ¢ ~ x;

o symmetrisch, falls gilt: Vz,y € A: (z ~y = y ~ z);

e antisymmetrisch, falls gilt: Ve,y € A: (z ~yAy~zx) => 2 =1y.
o transitiv, falls gilt: Vo, y,2 € A: (x ~yAy~2)=> 2~ z;

o total, falls gilt: Ve, y € Atz ~yVy~ z.

DEFINITION. Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation ~ wird als
Aquivalenzrelation bezeichnet. Eine reflexive, antisymmetrische und transitive
Relation < heifit Ordnungsrelation.

BEISPIEL. Sei A die Menge aller Menschen. Die Relation “a und b sind
Geschwister” ist eine Aquivalenzrelation. Die Relation “a stammt von b ab”
ist eine Ordnungsrelation. (Dabei nehmen wir die Konvention an, daf jeder
Mensch von sich selbst abstammt.) Die Relation < auf den rellen Zahlen ist
eine Ordnungsrelation. (Beweis?)

DEFINITION. Sei f: A — B eine Funktion. Dann heifit f
o injektiv, falls fiir alle 21,22 € A mit 21 # z2 gilt: f(z1) # f(z2);

e surjektiv, falls fiir jedes y € B ein x € A existiert mit f(z) =y (d.h. falls
f(A) = B);

o bijektiv, falls f injektiv und bijektiv ist.

BEMERKUNG. f~! ist genau dann eine Funktion von B nach A, falls f bi-
jektiv ist. f~! heit dann Umkehrfunktion von f.

DEFINITION. Sind f: A — B und g : B — C Funktionen, so heifit go f :
A= C, z— g(f(z)) Hintereinanderausfihrung von g nach f.Ist f : A — A,
so bezeichnen wir die n-fache Hintereinanderausfithrung fo fo---o f mit f™.

Ordnungsrelationen. Im folgenden sei stets A eine Menge und < eine
Ordnunggsrelation auf A und X C A.

DEFINITION. X heifit von oben (bzw. von unten) beschrinkt, falls ein a € A
existiert derart, daf} fiir alle z € X z < a (bzw. a < z) gilt. a heifit dann obere
(bzw. untere) Schranke von X.

DEeFINITION. Ein Element z € X heifit maximal (minimal), falls aufler =
kein y € X mit z < y (y < x) existiert. z heilit grifites (kleinstes) Element von
X, falls fiir alle y € X gilt: y < z (x < y). Ist = grofites bzw. kleinstes Element
von X, so schreibt man £ = max X bzw. £ = min X.

DEeFINITION. Eine grofite obere (bzw. kleinste untere) Schranke a von X
heifit Supremum (bzw. Infimum) von X; in Zeichen a = sup X (bzw. a = inf X).

LEMMA. Maximum und Supremum (bzw. Minimum und Infimum) einer
Menge sind eindeutig, falls sie existieren. Jedes Maximum von X ist auch Su-
premum von X (und jedes Minimum ist ein Infimum).



BEWEIS. Sei zunichst a ein Maximum von X; wir zeigen, dafl a = sup X.
Offensichtlich ist a obere Schranke von X. Sei b eine weitere obere Schranke von
X. Wegen a € X gilt dann nach Definition der oberen Schranke a < b.

Seien nun a und b zwei Suprema von X. Dann gilt nach Definition a < b
und b < a, also a = b. Der Beweis fiir Minimum und Infimum geht analog. W

DEFINITION. Die Ordnung < auf X heifit Wohlordnung, falls jede nichtleere
Teilmenge von X ein Minimum besitzt.

DEFINITION. X heiflt ordnungsvollstindig (beziiglich <), falls jede nichtleere
nach oben beschriankte Teilmenge ein Supremum besitzt.

LEMMA. In einer ordnungsvollstindigen Menge hat jede nichtleere nach un-
ten beschrinkte Teilmenge A ein Infimum.

BEWEIS. Es sei Y die Menge aller unteren Schranken von X. Nach Voraus-
setzung ist Y nichtleer und nach oben beschrénkt. Nach Voraussetzung existiert
daher y := sup Y. Da jedes z € A eine obere Schranke von Y ist y nach Defini-
tion des Supremums untere Schranke von A. Also gilt y € Y, d.h. y ist groBite
untere Schranke von A. [ |

Elementare Zahlenmengen. Wir setzen die folgenden Zahlenmengen als
bekannt voraus:

N=1{1,2,3,4,...}
Z=1{0,1,-1,2,-2,...}

Q:{g:pEZAqEN}
R

heiflen die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen; es
git NCZCQCR

BEMERKUNG. Es ist moéglich, Z, Q und R von N ausgehend zu konstruieren,
hierfiir schaue man in einem Lehrbuch der Analysis nach. Wir werden einfach
einige grundlegende Eigenschaften dieser Mengen voraussetzen.

Die obigen Zahlenmengen sind mit der iiblichen Addition 4, Multiplikation
- und (totalen) Ordnung < ausgestattet; es gelten die bekannten Rechenregeln.

AxioM. N ist wohlgeordnet.
AxioM. R ist ordnungsvollstindig.

BEMERKUNG. Dies ist die wesentliche Eigenschaft, die R von Q unterschei-
det. Zum Beispiel hat {g € Q : ¢* < 2} in Q kein Supremum. (In R hat diese
Menge das Supremum +/2.)

SATZ. Sei A C R eine nach oben beschrinkte Menge, und ay € R obere
Schranke von A. Dann ist ag genau dann Supremum von A, wenn gilt:

Ve>03a€ A:a>ay—c¢. *)



BEWEIS. Angenommen (*) stimmt nicht. Dann gibt es ein £ > 0 derart, daf§
fiir alle a € A gilt a < ag — £. Somit wire ag — € ebenfalls obere Schranke fiir
A. Also ist ag nicht das Supremum.

Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, nehmen wir an, daf§ ag kein Su-
premum von A ist. Dann gibt es also eine obere Schranke b < ag von A. Setze
€ :=ag — b > 0. Dann gilt fiir jedes a € A:

a S b= apg — &,
das heifit, (*) ist nicht erfiillt. [ |

SATZ. N ist in R nicht nach oben beschrinkt.

BEWEIS. Angenommen N sei in R nach oben beschrinkt, dann existiert
a := sup N. Also existiert nach dem vorigen Satz ein n € N mit n > a — 1. Dann
gilt aber Noan+1>a—-1+1=a=supN. Widerspruch. |

Ist z € R, so heifit |z| := max{x, —z} der Betrag von z. Er ist stets nichtne-
gativ. Fir 2,y € R nennt man aus offensichtlichen Griinden |z —y| auch den Ab-
stand von z und y. Es gilt die sogenannte Dreiecksungleichung: |a+b| < |a|+|b|.
Oft wird sie fiir den Abstand angewandt: |a — b| < |a — ¢| + |¢ — b|. AuBlerdem
gilt auch |a — b| > |a| — |b]-

In Beweisen in der Analysis wendet man oft den folgenden Trick an, um
zu zeigen, dafl ein Wert a € R Null ist: Man zeigt, dafl er “beliebig klein” ist.
Formal heifit das:

LEMMA. Es sei a € R. Dann gilt a = 0 genau dann, wenn fiir jedes € > 0
gilt: |a| < e.
BEWEIS. (<) Es gilt dann 0 < |a| < inf{e > 0} =0, also |a| = 0. [ ]

3 Zahlenfolgen

Intuitiv gesprochen, ist eine Zahlenfolge genau dies: Eine Folge a1, as, as, ... von
reellen Zahlen. Das heifit, fiir jedes n € N ist ein reeller Wert a,, definiert. Eine
Zahlenfolge ist mathematisch also nichts anderes als eine Funktion a : N — R.
Man schreibt meist a,, statt a(n) und bezeichnet die Folge als (a,)nen. (Diese
Schreibweise wird auch verwendet, um andere Familien, die nicht notwendiger-
weise iiber N parametrisiert wird, zu beschreiben.)

Gegeben eine Folge a,, interessieren wir uns fiir die Frage, welches Verhalten
a,, aufweist, wenn n beliebig grofl wird. Zum Beispiel strebt die Folge (%)neN
immer niher gegen 0, die Folge (n3),en wichst ins Unendliche, und die Folge
((—=1)™)nen pendelt zwischen zwei Werten hin und her. Im ersten Fall mochten
wir gerne sagen, dafl die Folge gegen 0 konvergiert, im zweiten, dafl die Folge
gegen oo strebt, und im dritten, dafl die Folge keinen Grenzwert besitzt.

Wie soll man nun diese Idee des Grenzwertes formal definieren? Offensicht-
lich sollte eine Folge dann den Grenzwert a haben, wenn, fiir geniigend grofles
n, der Wert a,, beliebig dicht bei a liegt. Mathematisch beschreibt man dies nun
wie folgt:



DEFINITION. Eine Zahlenfolge (ay,)nen heifit konvergent gegen einen Wert
a € R (in Zeichen a,, — a oder lim,,_, o, a, = a), falls gilt:

Ve>03no e NVn>ng :la, —a|l <e.

Existiert kein solches a, so heifit die Folge divergent.

Das sieht zwar kompliziert aus, aber die Idee ist sehr einfach: Egal, wie klein
ich mir mein € vorgebe, ab einem geniigend groflen Index ng liegt meine Folge
dichter als € bei a.

Wir haben in unserer Schreibweise lim,,_,., a, schon impliziert, dafl eine
Zahlenfolge hochstens einen Grenzwert besitzt. Lafit uns dies nun einmal formal
beweisen: Seien a und b Grenzwerte von (ay,,); wir behaupten, dafl a = b.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach Definition des Grenzwerts

ein n; derart, dafl fiir n > ny gilt: |a, — a| < §. Entsprechend existiert ein

ny derart, da8 |a, — b| < 5 fiir n > ny. Mit n := max{ni,ns} gilt dann
la —b| < |a—an| + |a, —b| < § + § = €. Dies gilt fiir alle ¢ > 0, also nach dem
Lemma im zweiten Paragraphen a = b. |

Entsprechend unserem zweiten Beispiel definieren wir noch:

DEFINITION. Eine Zahlenfolge (a,,) heifit bestimmt divergent gegen +oo bzw.
—oo falls

VReRIng eNVn>ng:a, >R, bzw.
VReR3Inge NVn >ng:a, < R.

Den Beweis der folgenden elementaren Rechenregeln fiir Grenzwerte {iber-
lassen wir Euch:

SATZ. Seien (ay) und (b,) konvergente Zahlenfolgen mit Grenzwerten a und
b. Dann gilt:

1. ap +b, = a+b.
2. apb, — ab.

3. Ist b # 0, so existiert ein ng € N derart, daf b, # 0 fiir alle n > ng, und

die Folge (§*)n>n, konvergiert gegen .
SATz. Seien (Zn)nen und (Yn)nen zwei konvergente Folgen mit x,, < y,, fiir
alle n € N. Dann gilt lim,,_, o , <lim, o Yn-

Sarz. (“Sandwich-Prinzip”) Seien ay,, by, ¢, Zahlenfolgen mit a,, < b, < ¢p;
ferner seien (a,) und (¢, ) konvergent mit gemeinsamem Grenzwert a. Dann gilt
b, — a.

SATzZ. Sei (an)nen €ine monoton steigende (bzw. fallende) nach oben (bzw.
unten) beschrinkte Zahlenfolge. Dann ist (a,) konvergent, und lim,ena, =
sup{a,} (bzw. inf{a,}).

Auch wenn eine Folge nicht konvergent ist, ist es moglich, dafl gewisse Teile
dieser Folge konvergieren; vergleiche unser obiges Beispiel ((—1)"),en. Die Folge



ist zwar divergent, aber die Teilfolgen fiir gerades bzw. ungerades n konvergie-
ren. Lafit uns den Begriff der Teilfolge formalisieren:

DEFINITION. Sei (a,)nen eine Zahlenfolge, und (ng)gen eine streng monoton
steigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit (an, )ren Teilfolge von (ay).

Eng damit verbunden ist der Begriff des Haufungspunktes: Eine Folge hiuft
sich an einem Punkt, falls sie im Laufe der Zeit stets sehr dicht an diesen her-
ankommt.

DEFINITION. Sei (an)nen eine Zahlenfolge und a € R. Dann heifit a € R
Hiufungspunkt von (ay), falls

Ve > 0Vno € NIn >ng:|a, —a| < e.

SATZ. Sei (ay) eine Zahlenfolge und a € R. Dann ist a genau dann Hiufungs-
punkt von (ay), falls a Grenzwert einer Teilfolge von (a,,) ist.

BewEis. Ubung.

SATZ. (Satz von Bolzano-Weierstraf) Jede (nach oben und unten) beschriink-
te Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. Betrachte die Menge M := {n € N: Vm > n : a, < a,}. Ist
M = §, so gibt es fiir jedes n € N ein m(n) > n mit a, < a,,. Somit gibt es
eine monoton steigende nach oben beschrinkte, also konvergente Teilfolge. Ist
M unbeschrénkt, so konnen wir eine Teilfolge a,, mit ny € M wihlen: Es sei
ny € M beliebig und induktiv ng4q := min{n € M : n > n;}. Nach Definition
ist (an, ) monoton fallend und beschrinkt, und daher konvergent.

Ist M dagegen beschrinkt, so sei n; eine obere Schranke fiir M. Wir definie-
ren induktiv ng4q := min{n € N: a, > ap, }. (Dan ¢ M ist die Menge, deren
Minimum gebildet wird, stets nichtleer.) Dann ist (a,,) monoton steigend und
beschrinkt, und daher konvergent. ]

Cauchyfolgen. Um die Konvergenz einer Folge nachzuweisen, mufiten wir
bisher schon stets ihren Grenzwert kennen. Manchmal kann es aber hilfreich
sein, ein Kriterium zur Verfiigung zu haben, dafl die Konvergenz nachweist,
ohne den Grenzwert bereits zu kennen.

DEeFINITION. Eine Zahlenfolge (a,,) heifit Cauchyfolge, falls gilt:
Ve > 03ng € NVn,m > ng : lap, — anm| <e.

SATz. Eine Zahlenfolge ist genau dann konvergent, falls sie eine Cauchyfolge
ist.

BEWEIS. “=”: Aufgabe. “<”: Wir zeigen zuniichst, dafl (a,) beschrinkt
ist: Sei némlich zu € = 1 ng wie in der Definition. Dann gilt fiir alle n >
ng: Anp — Apy < |an — an,| < 1, also a, < an, + 1.Daher ist (a,) durch
max{ai,...,ane—1,0n, + 1} nach oben beschriinkt. Analog ist (a,) nach un-
ten beschrinkt durch min{a,,...,an,—1,0n, — 1}.



Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat (a,) einen Hiufungspunkt a.
Wir zeigen, dafl a,, — a. Sei dazu € > 0. Dann existiert ng € N derart, daf fiir
alle n,m > ng |a, —an| < § gilt. Ferner existiert, da a Hiufungspunkt von (ay)
ist, ein ny > ng mit |a,, —a| < 5. Also gilt fiir alle n > ng:
€

2:6.

€
|an—a|§|an—an1|+|an1—a|<§+

Intervalle und Teilmengen von R. Sei —oo < a < b < oo. Dann heifit
(a,b) := {z € R: a < z < b} offenes Intervall mit Endpunkten a und b.
Entsprechend heifit (falls a # —o00, b # ) [a,b] := {z € R:a < z < b}
abgeschlossenes Intervall. Auch (—o0,b] ;== {z € R: z < b} und [a,00) := {z €
R : 2 > a} bezeichnen wir als abgeschlossene Intervalle.

Allgemeiner heiflt eine Menge U C R offen, wenn fiir jedes x € U ein £ > 0
existiert mit (z — e,z + €) € U. Umgekehrt heilit A C R abgeschlossen, falls
R\ A offen ist.

AUFGABE. Zeige, dafl offene Intervalle offen und abgeschlossene Intervalle
abgeschlossen sind.

LEMMA. Sei A C R. Dann ist A genau dann abgeschlossen, falls fiir jede
konvergente Folge (a,,) von Elementen in A auch der Grenzwert in A liegt.

BEWEIS. “=": Sei (a,) eine konvergente Folge von Elementen in A derart,
daB @ := lim, 0 an, ¢ A. Sei € > 0. Dann existiert ein n > 0 derart, dafl
la —an| < €, also a,, € (a —€,a + €). Somit ist R\ A nicht offen, also A nicht
abgeschlossen.

“<”: Es sei A nicht abgeschlossen. Dann existiert ein a € R\ A derart, dafl
fiir jedes n € N ein Punkt a, € AN (a —¢,a + €) existiert. Offensichtlich gilt
an — a, aber a ¢ A. |

DEFINITION. A C R heifit kompakt, falls A abgeschlossen und beschrinkt
ist.

AUFGABE. Sei (4,,) eine Folge kompakter Intervalle mit A,41 C A,. Zeige,
dal N, .y An entweder aus einem Punkt besteht oder ein kompaktes Intervall
ist.

neN

AUFGABE. Sei (A,,) eine Folge kompakter Teilmengen von R mit 4,11 C 4,,.
Zeige, daB [,,c Arn nichtleer und kompakt ist.

DEFINITION. Eine Menge heifit total unzusammenhingend, falls sie keine
Intervalle enthlt.

BEISPIEL. Die Cantormenge. Es sei Ay := [0,1], 42 :=[0,1]\ (3, 2), 45 :=
A\ ((3,2)U(%,8)), und fahre so fort, indem aus jedem der iibrig gebliebe-
nen Intervalle das mittlere Drittel entfernt wird. Der Schnitt C := (] A, ist
nichtleer und kompakt und heifit Cantormenge. Diese Menge ist total unzusam-
menhingend. Im Kurs werden wir sehen, dafl diese die Cantormenge ein Fraktal
ist.

AUFGABE. Formalisiere die Definition der Cantormenge und beweise formal,
daf sie total unzusammenhingend ist!



4 Funktionen einer Verinderlichen

Im Folgenden sei stets I ein Intervall in R und f : I — R eine Funktion. T
bezeichne das abgeschlossene Intervall mit denselben Endpunkten wie I.

Stetigkeit.

DEFINITION. Sei 2o € I und a € R. Wir sagen, da f in 2o den Grenzwert
a hat (limy_,,, f(z) = a), falls fiir jede Folge (z,,) in I \ {zo} mit z, — x¢ gilt,
daB f(zn) — a.

BEISPIEL. Fiir f:[0,1) = Rz — 2?1 gilt lim,_,; f(z) = 2.

z—1
DEFINITION. Sei zg € I. f heifit stetig in o, falls lim,_,,, f(z) = f(zo)- f
heifdt stetig, oder stetig in I, falls f stetig in jedem Punkt von I ist.

LEMMA. f ist genau dann stetig in zg, falls gilt:

Ve>030>0Vzel:(Jz—zo| <d=|f(z)— flzo)| <e).

BewEIs. Ubung

BEMERKUNG. Anschaulich ist f stetig in I, falls der Graph von f keine
“Spriinge” macht.

SATZ. (Zwischenwertsatz.) Sei f : I — R stetig, und a,b € I, a < b. Dann
nimmt f im Intervall [a, b] jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

BEWEIS. Es bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit, anzunehmen,
daB f(a) < f(b) gilt. Sei yo € (f(a), f(b)); wir miissen ein zo € [a, b] finden mit
f(zo) = yo. Es sei M := {x € [a,b] : f(z) < yo}. Nach Voraussetzung ist M
nichtleer und nach oben beschrinkt durch b; es sei xg := sup M. Wihle eine
aufsteigende Folge (z,,) in M mit z,, — zo. Aus der Stetigkeit von f folgt dann,
dafl f(z,) = f(zo). Fiir alle n € N gilt f(z,) < yo; daher ist auch f(zo) < yo-
Insbesondere gilt o # b. Es bleibt zu zeigen, dafl auch f(zo) > yo-

Annahme: Es gilt f(zo) < yo. Dann existiert zu € := yo — f(xp) ein § > 0
derart, da fiir alle € I mit | — x| < € gilt: | f(z) — f(x0)| < €. Insbesondere
gilt fiir z := min{m(’;‘é,b}:

f(x) = f(x) = f(@o) + flwo) = |f(x) — fwo)| + f(wo) < e+ f(®a) = vo,

also M 5 z > z¢g = sup M. Widerspruch. |

SATZ. Sei I ein kompaktes Intervall und f : I — R stetig. Dann nimmt die
Funktion f auf I ihr Maximum und Minimum an (d.h. sup f(I),inf f(I) € f(I)).
Insbesondere ist f(I) ein kompaktes Intervall.

BEWEIS. Aufgabe.

Gleichmiflige Konvergenz. Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktionen
fn I = R. Wir nehmen an, da8 fiir jedes € I der Grenzwert lim,,_,», f,(z)
existiert. Man kann sich fragen: Ist dann der punktweise Grenzwert f(z) :=



lim,, o frn(x) schon selbst stetig? Die Antwort ist nein; das einfachste Beispiel
bildet die Folge f, : [0,1] = R, fn(z) := 2™, denn es gilt

)0 z€][0,1)
f(w)—{l redy.

Es gibt aber eine Bedingung, die dieses Verhalten ausschlie3t, nimlich die
sogenannte gleichmdffige Konvergenz. Wir sagen, dal f, — f gleichmdfig kon-
vergiert, falls:

Ve >03dng € NVn > noVz € I : |fn(z) — f(2)] < e.

Man beachte, dafl dies wesentlich stéirker ist als die punktweise Konvergenz.

SATZ. Sei f, : I — R eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmafig
gegen eine Funktion f : I — R konvergiert. Dann ist f stetig.

BEWEIS. Sei g € I und € > 0. Dann existiert ein n € N derart, daf fiir alle
z € I gilt: |fo(x) — f(z)] < 5. Da f, stetig ist, existiert ferner ein § > 0 mit
|fn(T0) — fa(2)| < § fiir alle 2 mit |2 — zo| < J. Ist also |z — 20| < 4, so gilt

(@)= F(@0)| < 1£(&)=fal@) 1+ (@)= fu(@o) || fa(mo) — f (w0} | = S+5+5 = .

Differenzierbarkeit.
DEFINITION. f heifit differenzierbar in zg € I, falls

existiert. In diesem Fall heifit f'(xq) Ableitung von f in xo. f heiflt differenzier-
bar (in I), falls f in ganz I existiert.

f heillt stetig differenzierbar, falls f differenzierbar ist und f': I — R stetig
ist.

Die folgenden Aussagen sind einfach zu beweisen und sollten aus dem Ma-
thematikunterricht bekannt sein.

LEMMA. Ist f differenzierbar in g, so ist f stetig in xq.
LEMMA. Essei f : R — R konstant. Dann ist f differenzierbar und f'(2) = 0.

SATZ. Seien f,g : I — R differenzierbar in z¢. Dann sind auch f + g, fg
und, falls g(zo) # 0, 5 differenzierbar in z, und es gilt

(f +9)'(z0) = f'(x0) + g’ (20),

(f9)' (@) = £(@0)g' (@) + f'(z0)g(z0) und
I\ Flea)g(eo) — o' (w0) (o)
(g) (w0) = (9@0))
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SaTzZ. Sei n € N. Die Funktion f : R — R;z — 2™ ist differenzierbar mit
f'(z) = nz™ L.

Natiirlich ist intuitiv f'(xg) die Steigung der Tangenten am Graph von f im
Punkt (zo, f(zq)), falls diese existiert. Manchmal ist die folgende Charakterisie-
rung der Differenzierbarkeit hilfreich:

LEMMA. f ist genau dann differenzierbar in zy, wenn eine in z, stetige
Funktion h : I — R existiert mit f(z) = f(zo) + (z — zo)h(z) fiir alle z € I.

SATz. (Kettenregel) Seien I,J C R Intervalle, f : I - Jund g : J - R
Funktionen. Sei zg € I derart, da8 f in zo und g in f(x¢) differenzierbar ist.
Dann ist g o f in z¢ differenzierbar, und

(g0 £) (wo) = f'(w0)g' (f (w0))-

BEWEIS. Es seien hy : I — R und h : J — R derart, da8 f(z) = f(xo) +
(x — zo)h1(z) und g(z) = g(f(xo)) + (x — f(xo))h2(z), wobei h; in xo und he
in f(zo) stetig ist. Dann ist die Funktion h3 : I — R,

ha(z) := hi(z)ha(f(2)),

stetig in zo, und

9(f(x)) = 9(f(x0)) +(f(x) = f (o)) h2(f (2)) = 9(f(0)) +(z—x0) 1 (z)h2(f (x))-
|

Ein sehr wichtiger Satz in der Differentialrechnung ist der Mittelwertsatz, der
besagt, dal der Graph einer differenzierbaren Funktion zwischen zwei Werten
a und b mindestens einmal die Steigung der Sekante zwischen (a, f(a)) und
(b, (b)) annimmt.

Satz. (Mittelwersatz.) Sei f : [a,b] — R differenzierbar in (a,b) und stetig
in [a,b]. Dann existiert ein ¢ € (a, b) mit

b—a

BEWEIS. Wir beginnen, indem wir die Sekante von f subtrahieren, und uns
daher auf den Fall f(a) = f(b) = 0 zuriickziehen: Definiere g : [a,b] — R durch

1010, ).

—a

gm%=ﬂm—<ﬂ®+

Dann ist auch g stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b), und g(a) = g(b) = 0.
Da [a, b] kompakt ist, hat g in (a,b) mindestens ein lokales Extremum ¢. Dann
gilt also ¢'(¢) = 0 und daher
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also f'(¢) = w wie gefordert. [ |

DEFINITION. Wir sagen dafl f in z ein lokales Mazimum (bzw. ein lokales
Minimum) hat, falls ein ¢ existiert derart, dafl f(z) = max f([z — ¢,z + €]).
Lokale Maxima und Minima werden beide als lokale Extrema bezeichnet.

Eine Funktion f : I — R heifit (streng) monoton steigend falls Vz,y € I
mit z < y gilt f(x) < fly) (f(z) < f(y)). Analog (streng) monoton fallend
(f(z) 2 f(y) bzw. f(z) > f(y))-

SATZ. Es sei f differenzierbar in xo. Hat f ein lokales Extremum in zg, so
gﬂt fl(.’l?o) =0.

BEWEIS. Aufgabe.

SATz. Sei f: I — R differenzierbar.

e Gilt Vz € I: f'(x) > 0, dann ist f monoton steigend.

(x
e Gilt Vz € I : f'(z) =0, dann ist f konstant.
(x

e Gilt Vzx € I : f'(z) <0, dann ist f monoton fallend.

BEWEIS. Direkte Folgerung aus dem Mittelwertsatz. (Warum?)

5 Metrische Riume

Wenn man beginnt, geometrische Uberlegungen auch in anderen Riumen als
R anzustellen, mochte man Begriffe wie “Konvergenz”, “Stetigkeit” etc. auch
in diesem Kontext definieren. Ein guter theoretischer Rahmen dafiir sind die
sogenannten “metrischen Rdume”: Dies sind Riume, auf denen eine Metrik,
also ein “Abstandsbegriff” definiert ist. Eine gute Ubung ist es, wihrend des
gesamten Abschnitts zu iiberpriifen, daf} die verallgemeinerten Definitionen auf
R mit den alten iibereinstimmen.

Vieles in diesem Abschnitt mag auf den ersten Blick etwas abstrakt erschei-
nen. Keine Sorge: In den allermeisten Fillen werden unsere metrischen Riume
Teil von R oder R? (bzw C) sein, mit der bekannten “euklidischen” Abstands-
funktion. Diese Beispiele sollte man wihrend des gesamtes Abschnitts als Intui-
tion herbeiziehen.

Metrik. Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — [0, 00) heif3t Metrik,
falls fiir alle z,y,z € X gilt:

e d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y;
e d(z,y) = d(y,x) (“Symmetrie”), und
o d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (“Dreiecksungleichung”).

Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum. Wenn die Metrik aus dem Kontext
hervorgeht, nennt man auch X einen metrischen Raum.

BEISPIEL.
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e d:Rx R —[0,00);d(z,y) := |z — y| ist eine Metrik auf R.
e Durch

d:R* xR* = [0,00);d((21,...

wird eine Metrik auf dem R™ definiert; die sogenannte euklidische Metrik.

e Die Menge C([0,1]) aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R wird durch
d(f,9) := max,efo,1] | f(2) — g(x)| zum metrischen Raum.

BEMERKUNG. Ist (X,d) ein metrischer Raum und Y C X, dann ist dly xy
eine Metrik auf Y. Sie heifit die induzierte Metrik auf Y.

DEFINITION. Ist X ein metrischer Raum, zg € X und £ > 0, so heif3t
U (z9) := {z € X : d(zg,z) < €}
e-Kugel um xg.

Offene und abgeschlossene Mengen. Im folgenden sei stets (X,d) ein
metrischer Raum.

DEFINITION. Eine Menge U C X heifit Umgebung eines Punktes z € U,
falls ein € > 0 mit U.(z) C U existiert. U heiit offen, falls U Umgebung jedes
Punktes z € U ist. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

LEMMA. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen. Endliche
Schnitte offener Mengen sind offen. Entsprechend sind beliebige Schnitte und
endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

BEWEIS. Aufgabe.

DEFINITION. Sei A C Y C X. Dann heifit A offen (bzw. abgeschlossen) in
(oder relativ) Y, falls A in Y mit der induzierten Metrik offen (bzw. abgeschlos-
sen) ist.

BEMERKUNG. Sei z € A CY C X. Dann ist A genau dann Umgebung von
z in der relativen Metrik auf YV, wenn eine Umgebung U von z (in X) existiert
mit A=UNY.

FOLGERUNG. A C Y ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen) in Y, wenn
eine offene (bzw. abgeschlossene) Menge B C X existiert mit A =Y N B.

BEISPIEL. Sei X = R und Y :=[0,2). Dann ist [0,1) offen in Y, und [1, 2)
ist abgeschlossen in Y. Beide Mengen sind weder offen noch abgeschlossen in R.

DEFINITION. Sei A C X. Dann heiflen

A= ﬂ B und
BDA abg.

U v

UC A offen

A

13



Abschluf bzw. Inneres von A. Der Abschluf} ist abgeschlossen und das Innere
ist offen. Die abgeschlossene Menge

oA :=A\ A
heifit Rand von A.

Konvergenz, Stetigkeit. Wie in R heifit eine Folge (x,) in einem metri-
schen Raum X konvergent gegen den Grenzwert x € X, falls

Ve > 03ng € NVn > ng : d(z,,x) < €.

Vollig analog definiert man Teilfolgen, Hiufungswerte und Cauchyfolgen in X.
Wie in R gilt: Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert
jeder konvergenten Folge von Elementen in A selbst in A liegt. (Beweis?)

SATZ. A entsteht aus A durch Hinzufiigen aller Grenzwerte von in X kon-
vergenten Folgen mit Folgengliedern in A.

DEFINITION. Eine Teilmenge A C X heifit dicht, falls A = X (oder mit
anderen Worten, falls jedes € X Grenzwert einer Folge iiber A ist).

AUFGABE. Zeige, dafl Q C R dicht ist.

DEFINITION. Ein metrischer Raum X heif3t vollstindig, falls jede Cauchy-
folge in X konvergiert.

Wir haben also oben gezeigt, dafl R vollstindig ist. Allgemeiner ist R" (mit
der euklidischen Metrik) vollstindig.

DEFINITION. Ein metrischer Raum X heifit kompakt, falls jede Folge in X
eine (in X) konvergente Teilfolge hat.

SATZ. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raums
ist kompakt.

SATz. Sei X ein metrischer Raum und (X,,) eine Folge von nichtleeren kom-
pakten Teilmengen mit X, C X, fiir alle n. Dann ist N,,enX,, nichtleer und
kompakt.

SATz. Eine Teilmenge von R” ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrénkt ist.

Seien nun X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine Funktion. Wieder
heiflt f stetig in zo € X, falls fiir jede Folge z,, — x¢ in X auch f(z,) — f(zo)
in Y, bzw. (gleichbedeutend) falls

Ve>036 >0:Vz € X : (d(z,z,,) < = d(f(x), f(z,)) <e.

Eine Funktion heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

AUFGABE. Zeige, dafl eine Funktion genau dann stetig ist, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

Sarz. Ist X kompakt und f: X — Y stetig, so ist auch f(X) kompakt.
BEWEIS. Aufgabe.
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Zusammenhang.

DEFINITION. Ein metrischer Raum X heifit unzusammenhdingend, falls er
separiert werden kann, d.h. es gibt zwei offene Mengen U,V C X mit U,V # 0,
UNV =0 und UUV = X. Dagegen heiit X zusammenhdngend, falls X nicht
unzusammenhingend ist.

BEMERKUNG. X ist genau dann zusammenhingend, falls X und () die ein-
zigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

BEISPIEL. R und [0,1) sind zusammenhingend; {1} U (2,3) ist unzusam-
menhdngend.

AUFGABE. Zeige, daf} die Intervalle genau die zusammenh#ngenden Teilmen-
gen von R sind.

AUFGABE. Zeige, daf} das Bild einer zusammenhingenden Menge unter einer
stetigen Funktion zusammenhéngend ist.

SaTz. Sei X ein metrischer Raum und (K,,),en eine Folge von nichtleeren
zusammenhingenden kompakten Teilmengen von X mit K,, C K,41 fiir alle
n € N. Dann ist K := [,y Ky nichtleer, kompakt und zusammenhéngend.

BEWEIS. K ist nichtleer und kompakt. Wir nehmen an, dafl K nicht zusam-
menhingend ist. Dann existieren offene Mengen A, B C K; mit KNA,KNB #
0, ANB =0 und AUB = K. Sei n € N. Da K,, zusammenh#ngend ist, gilt
dann K,, ¢ AU B, also existiert ein =, € K, \ (AUB) C K; \ (AU B). Da
K; \ (AU B) kompakt ist, besitzt (z,) einen Hiufungspunkt z ¢ AU B. Nun
liegen fiir jedes m nur endlich viele Werte (z,,) aulerhalb von K,,. Es folgt, dafl
x € Kp,. Also gilt z € K\ AU B = (). Widerspruch. [ |

Homdbomorphismen. Seien X und Y metrische Riume. Eine Abbildung
f: X = Y heifit Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch
f1 stetig sind.

BEMERKUNG. Eine stetige Abbildung f : R — f(R) ist genau dann ein
Homdoomorphismus, wenn f streng monoton steigend oder fallend ist.

SATz. Sei X kompakt und f : X — Y stetig und bijektiv. Dann ist f ein
Homo6omorphismus.

BEWEIS. Sei yo € Y und y,, — yo eine Folge in Y. Es sei z¢ := f~(yo) und
Ty = f~Y(yn). Wir miissen zeigen, dal z,, — z. Da X kompakt ist, geniigt es
zu zeigen, dafl zg der einzige Hiufungspunkt von (z,,) ist. (Warum?)

Ist aber (z,,) — z' eine konvergente Teilfolge, so gilt wegen der Stetigkeit
von f: f(z') =limy,, = yo. Da f injektiv ist, ist also =’ = zg. [ |

Der Banachsche Fixpunktsatz. Der Banachsche Fixpunktsatz, auch
genannt “Kontraktions-Prinzip”, wird fiir uns bei der Betrachtung von Fraktalen
wichtig sein. Im folgenden sei X ein wvollstindiger metrischer Raum.

DEFINITION. f: X — X heifit Kontraktion, falls ein X € [0,1) existiert mit

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y)
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fir alle 2,y € X.

SATZ. Sei f : X — X eine Kontraktion. Dann besitzt f einen eindeutig
bestimmten Fixpunkt z¢ (d.h. f(z¢) = zo).

BEWEIS. Der Beweis ist eine gute Ubungsaufgabe. Anleitung: Man betrachte
zunidchst den Orbit eines beliebigen Punktes z, also die Folge z,, := f"(z). Man
zeige, daf x,, eine Cauchyfolge ist und daher einen Grenzwert o besitzt. Dann
zeige man, daf} dieser Grenzwert ein Fixpunkt ist, und schliefflich, daf3 dieser
eindeutig ist. |

6 Komplexe Zahlen

Eine der unbefriedigenden Eigenschaften der reellen Zahlen ist die Tatsache, daf§
etwa das Polynom 22+ 1 keine Nullstellen besitzt, und sich daher nicht, wie etwa,
22 —1 = (2 + 1)(2 — 1) in Linearfaktoren zerlegt werden kann. Die komplezen
Zahlen entstehen, indem wir zu den reellen Zahlen eine sogenannte imagindre
Zahl i hinzufiigen, die eben gerade die Eigenschaft besitzt, daf} i2 = —1 gilt. Es
stellt sich heraus, dafl man eine sehr natiirliche Menge von Zahlen erhilt, mit
denen man in vieler Hinsicht angenehmer arbeiten kann als mit den reellen Zah-
len. Insbesondere hat jedes nichtkonstante Polynom in den komplexen Zahlen
mindestens eine Nullstelle.

Konstruktion. Wir méchten gerne einen “Zahlenkérper” C definieren, der
die reellen Zahlen enthihlt, auf dem Addition und Multiplikation den gewdhn-
lichen Rechenregeln entsprechen und der eine Zahl ¢ enthilt, die mit sich selbst
multipliziert —1 ergibt. Nehmen wir fiir einen Augenblick an, wir hiitten einen
solchen Korper bereits definiert. Welche Folgerungen wiirden sich daraus erge-
ben?

Zunichst einmal wire fiir alle a,b € R auch a+ bi € C. Weiterhin wiire diese
Darstellung eindeutig: Gilt a + bi = ¢+ di, so ist 0 = (a — ¢) + (b — d)i. Wére
nun b # d, so wire i = $=5 € R. Also gilt b = d und somit a — ¢ = 0 und daher
auch a =c.

Muf} unser Kérper C noch weitere Elemente enthalten? Das hingt davon
ab, ob wir die bisher gefundenen addieren und multiplizieren kénnen, ohne neue
Elemente zu erhalten. Es gilt aber

(a+bi)+ (c+di) =(a+c)+ (b+d)i und
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bidi = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Das heifit, wir konnen unseren Korper C erhalten, indem wir auf dem R?
eine Addition und eine Multiplikation wie folgt definieren:

DErFINITION. Wir fithren auf der Menge C = R? die folgende Addition und
Multiplikation ein:

(a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ad — be,d + ¢)
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i := (0, 1) heiit émagindire Zahl. Es gilt 2 = —1; fiir (a,b) € R? gilt (a, b) = a+bi.
Ist z = a + bi, so heifit a Realteil von z und b Imagindrteil von z. Wir
definieren Re(z) := a und Im(z) := b.
Die Darstellung von C als Ebene R? bezeichnet man auch als Gaufsche
Zahlenebene. Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als

|z| := v/Re(2)? + Im(z)2.

Die Abbildung d(z,w) := |z — w| ist dann eine Metrik und C ist mit dieser
Metrik ein vollstindiger metrischer Raum.

Die Addition in C ist nichts anderes als die aus der linearen Algebra bekannte
Addition zweier Vektoren im R2: Stellt man sich z als “Pfeil” vor, die vom
Nullpunkt zum Punkt z zeigt, so erhalten wir den Vektor z+w, indem die beiden
Vektoren z und w aneinandergehiingt werden; der Endpunkt dieses Pfeiles ist
dann die Summe.

Wie aber stellt sich die komplexe Multiplikation in der Zahlenebene dar?

Polarkoordinaten. Sei z # 0. Dann ist w := ﬁ eine komplexe Zahl mit

|w| = 1, liegt also auf dem Einheitskreis. Ist ¢ der Winkel zwischen w und der
reellen Achse, so ist bekanntlich Re(w) = cos(¢) und Im(w) = sin(¢). Damit
haben wir bewiesen:

BEMERKUNG. Sei z # 0. Dann hat z eine eindeutig bestimmte Darstellung

z = r(cos(¢) + isin(¢))

mit r = |z| > 0 und ¢ € [0, 27). Diese Darstellung bezeichnet man als Polarko-
ordinaten.
Seien nun ¢,y € [0,27). Dann gilt

(cos(@) + isin(P))(cos(y) + isin(e)))
= cos(¢) cos(y) — sin(¢) sin(v)) + i(sin(¢) cos(vp) + cos(¢) sin(e)))
= cos(¢ + ) +isin(¢ + 1).
Hieraus gewinnen wir nun eine geometrische Interpretation der Multiplikation:

Ist a = r(cos(¢) + isin(¢) € C, so wird ein beliebiger Vektor z € C durch
Multiplikation mit @ um den Winkel ¢ gedreht und um den Faktor r gestreckt.

Holomorphe Funktionen.
Sei U C C offen und f : U — C eine Funktion. Dann heiflt f holomorph,
falls fiir jedes zp € U die Ableitung

existiert. Ist f holomorph und f'(2p) # 0, so nennt man f auch konform in z.
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Die Funktionentheorie, die sich mit holomorphen Funktionen beschiftigt, ist
ein sehr schones und reiches Gebiet der Mathematik. Es gibt hier viele Phéno-
mene, die sich in der reellen Analysis nicht wiederfinden. So ist zum Beispiel fiir
eine holomorphe Funktion auch die Ableitung schon holomorph.

Je nach der Gewichtung der holomorphen Dynamik im Kurs werden wir
Euch hierzu Unterlagen zu einem spidteren Zeitpunkt zusenden.
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