
M.1 – Fraktale in Theorie und Anwendung

Zoomsequenz in die Mandelbrotmenge

Aus der Kursbesc hreib ung

(Björn Münstermann, Christina Diehl)

Oft spricht man pauschal von der „Schönheit von Fraktalen“. Viele kennen die ansprechenden bunten Bilder
der Mandelbrotmenge oder anderer Fraktale. Bis zu einem bestimmten Grad ist es sicher möglich, die Schön-
heit von fraktalen Objekten ohne oder nur mit geringen Mathematikkenntnissen wertzuschätzen. Der Kurs
unternimmt darüber hinaus den Versuch, durch ein Studium der fraktalen Mathematik einen tieferen Einblick
in die Schönheit der Fraktale zu ermöglichen.

Am Himmel ziehende Wolken, Börsenschwankungen, das Straßennetz einer Großstadt, die menschlichen
Blutgefäße – so unterschiedlich diese Gebilde auch sind, sie alle lassen sich mit den mathematischen Konzep-
ten beschreiben, die in der Theorie der Fraktale entwickelt werden. Eine große Rolle werden Wachstumspro-
zesse spielen, die in ihrer Vielfalt genauer untersucht werden sollen. Schwerpunkte bei der Wahl der Beispiele
können im Verlauf der Akademie je nach den Interessen der Teilnehmer gesetzt werden.

In einem ersten Arbeitsschritt wird im Kurs die Theorie der Fraktale auf einer mathematisch präzisen Grundlage
erarbeitet und anschließend an exemplarischen Phänomenen aus den Bereichen der Physik, Biologie und
Wirtschaft verdeutlicht. Nach einer Einführung in das Gebiet ist die Diskussion des Stoffs im Rahmen von
Gruppenarbeit und Einzelvorträgen der Teilnehmenden geplant. An verschiedenen Stellen wird der Kurs die
Gelegenheit bieten, die betrachteten Objekte am Computer zu erzeugen und zu studieren.

Viel wichtiger als all dies ist aber der Spaß an Mathematik, abstraktem Denken und daran, sich den Kopf zu
zerbrechen.

Ganz herzlich möchten wir uns an dieser Stelle für die interessanten und spannenden zwei Wochen bei un-
serem Kurs bedanken. Noch lange werden wir an die Zeit in Metten zurückdenken. Es hat uns großen Spaß
gemacht und es bleibt uns nur zu sagen: „Gerne wieder!“
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Einleitung en

Deutsc h

Mandelbrotmenge, Juliamengen, Fraktale ...

Fast jeder hat diese Begriffe schon einmal gehört, oder doch zumindest die farbig bunten Bilder gesehen,
die viele mit diesen Begriffen verbinden. Was aber genau sind Fraktale? Welche Eigenschaften kennzeichnen
diese Gruppe von geometrischen Objekten?

Im Kurs ging es darum, nicht nur die visuelle Schönheit von Fraktalen zu erleben, sondern darüber hinaus
den dem Laien im allgemeinen nur schwer zugänglichen mathematischen Hintergrund zu verstehen. Dazu
beschäftigten wir uns zunächst mit dem Begriff der Selbstähnlichkeit, die bei vielen Fraktalen beobachtet wer-
den kann. Die Selbstähnlichkeit allein ist jedoch für eine De�nition von Fraktalen nicht ausreichend, da nicht
alle Fraktale diese Eigenschaft aufweisen, und andererseits nicht jedes selbstähnliche Objekt fraktal ist. Im
Laufe der Kursarbeit lernten wir zur besseren Beschreibung von Fraktalen verschiedene Dimensionsbegriffe
kennen, die den aus der Schule bekannten euklidischen Dimensionsbegriff erweitern. Danach folgten eine
Einführung in die Theorie der Iteration und der komplexen Zahlen, mit deren Hilfe die berühmte Mandelbrot-
menge und die Juliamengen entstehen. Nach dieser – immer wieder von Anschauungsmaterial und Beispielen
durchbrochenen – Erarbeitung der theoretischen Grundlagen folgten Beiträge zur fraktalen Musik und zu zu-
fälligen Fraktalen. Da der Aufschwung der Theorie der Fraktale in den letzten dreißig Jahren nicht zuletzt mit
der Rechenleistung moderner Computer zusammenhängt, durfte ein Beitrag zur Programmierung von Frak-
talen natürlich nicht fehlen. Der Computer wurde überdies den ganzen Kurs über als Hilfsmittel benutzt, um
theoretische Zusammenhänge im Bild zu verdeutlichen.

Die Kursteilnehmer haben sich im Laufe der Akademie mit Begeisterung und beachtlichter Zähigkeit schwierige
mathematische Methoden und Konzepte angeeignet, die weit über den üblichen Schulstoff hinausgehen. Nach
diesen einleitenden Worten nun aber Vorhang auf für die Kursteilnehmer!

Polnisc h

Zbiory Mandelbrota, zbiory Julii, fraktale ...

Prawie ka�zdy s�ysza� ju�z kiedyś o tych pojȩciach lub przynajmniej widzia� kolorowe zdjȩcia, które czȩsto sa̧
z nimi kojarzone. Ale czym w�aściwie sa̧ fraktale? Jakie w�aściwości charakteryzuja̧ tȩ grupȩ geometrycznych
obiektów? W kursie chodzi�o nie tylko o to, aby dostrzec zewnȩtrzne piȩkno fraktali, ale tak�ze o to, by zrozumieć
kryja̧ce siȩ za nim skomplikowane matematyczne zale�zności. Dlatego w pierwszej kolejności zajmowaliśmy siȩ
samopodobieństwem, które charakterystyczne jest dla wielu fraktali. Samopodobieństwo nie de�niuje jednak
fraktali w wystarczaja̧cym stopniu, poniewa�z nie wszystkie fraktale posiadaja̧ tȩ w�aściwość, a z drugiej strony
nie ka�zdy samopodobny obiekt jest fraktalem. Aby lepiej opisać fraktale poznawaliśmy ró�zne wymiary, które
rozszerzaja̧ znany ze szko�y wymiar euklidesowy. Później nasta̧pi�o wprowadzenie w teorie iteracji i liczb zes-
polonych, dziȩki którym powstaja̧ s�ynne zbiory Mandelbrota i Julii. Kiedy opracowaliśmy ju�z – wspomagaja̧c
siȩ ilustracjami i przyk�adami – teoretyczne podstawy, nasta̧pi�y wyk�ady o muzyce fraktalnej i przypadkowych
fraktalach. Poniewa�z szybki rozwój teorii fraktalnych w cia̧gu ostatnich trzydziestu lat zwia̧zany jest ze wzros-
tem mocy obliczeniowej nowoczesnych komputerów, nie mog�o w naszym kursie zabrakna̧ć programowania
fraktali. Za pomoca̧ komputera gra�cznie przedstawialiśmy teoretyczne zale�zności. Uczestnicy kursu przyswa-
jali sobie z entuzjazmem trudne matematyczne metody i koncepcje, które siȩgaja̧ daleko poza szkolny program
nauczania.

Po tych kilku s�owach wprowadzenia czas na uczestników kursu i ich dokumentacje.

Slowakisc h

Mandelbrotova mno�ina, Juliova mno�ina, fraktály ...

Skoro ka�dý tieto pojmy u� raz po�cul, alebo aspo�n videl tie farebne pestré obrázky, ktoré mnohí s týmito poj-
mami spájajú. �Co ale presne sú fraktály? Aké vlastnosti charakterizujú túto skupinu geometrických objektov?
V kurze išlo o to, za�it ' nie len vizuálnu krásu fraktálov, ale aj porozumiet', laikovi t'a�k o dostupné, mate-
matické pozadie. Z tohto dôvodu sa spo�ciatku zaoberáme samopodobnost'ou, ktorá mô�e byt' pozorovaná
u mnohých fraktálov. Samopodobnost' ale neposta�cuje na ich de�no vanie, preto�e nie všetky túto vlastnost'
majú a na druhej strane, nie ka�dý samopodobný objekt je fraktál. V priebehu práce v kurzoch sme sa kvôli
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ich lepšiemu popisu zoznámili s rôznymi dimenziami, ktoré rozširujú, u� zo školy známu, euklidovskú dimen-
siu. Potom nasledoval úvod do teórie iterácie a komplexných �císel. S ich pomocou vzniká aj známa Juliova a
Mandelbrotova mno�ina. Po tomto, príkladmi prerušovanom, vypracovaní teoretických podkladov nasledovali
príspevky k fraktálnej hudbe a náhodným fraktálom. Ked'�e rozmach teórie fraktálov v posledných tridsiatich
rokoch súvisí hlavne so stále rastúcim výkonom po�cíta�cov, samozrejme nemohla chýbat prednáška o ich pro-
gramovaní. Okrem toho bol po�cíta�c po�cas celého kurzu pou�ív aný ako pomôcka na zvýraznenie teoretických
súvislostí. Ú�castníci si v priebehu akadémie s nadšením a pozoruhodnou vytrvalost'ou osvojili zlo�ité matema-
tické metódy, ktoré d'aleko presahujú be�né školské u�cebné osnovy.

No ale po týchto úvodných slovách prenechávame vol'nú ruku im!

Tschechisc h

Mandelbrotova mno�ina, Juliovy mno�in y, fraktály ...

Tém�e�r ka�dý tyto pojmy n�ekde zaslechnul, anebo se p�rinejmenším tu a tam setkal s on�emi pestrobarevnými
obrázky, které si mnozí lidé s t �emito pojmy spojují. Co je to ale p�resn�e fraktál? Jak se tato skupina odlišuje od
jiných geometrických objekt 	u?

V kurzu šlo nejenom o to, pot �ešit se vizuelní krásou fraktál 	u – ka�dý ú�castník m�el té� mo�nost proniknout do
laik	um jinak t �e�k o p�rístupného matematického pozadí. Co se tohoto hlediska tý�ce, zabývali jsme se nejprve
pojmem sob�epodobnosti, kterou m	u�eme pozorovat u �cetných fraktál 	u. Sob�epodobnost sama o sob�e však pro
jejich de�nici nesta�cí, proto�e ne všechny fraktály jsou sob �epodobné, a na druhou stranu, ne ka�dý objekt
mající tuto vlastnost je fraktál. Posléze jsme se tedy v kurzu za�cali u�cit rozlišovat r 	uzné pojmy dimenzí, aby-
chom mohli fraktály lépe popsat. Tím jsme té� rozší�rili pojem dimenze euklidické, která je b �e�n �e vyu�cována ve
školách. Pozd�eji následoval úvod do teorie iterace a komplexních �císel, nebot' jejich pomocí vzniká ona známá
Mandelbrotova mno�ina a mno�in y Juliovy. Po tomto zpracovávání teoretických podklad	u, zpest�rovaném ná-
zornými ukázkami a mnohými p�ríklady, následovaly p�rísp �evky týkající se fraktální hudby a náhodného vzniku
fraktál 	u. Jeliko� rozkv �et teorie fraktál 	u v posledních t�riceti letech úzce souvisí s rychlým pokrokem v oblasti
informatiky, nesm�el p�rirozen�e chyb�et p�rísp �evek o jejich programování. Po�cíta�c byl mimoto b�ehem celého kurzu
pou�íván jako pom	ucka p�ri znázor �nování teoretických souvislostí.

Ú�castníci kurzu si v pr 	ub �ehu akademie s nadšením a obdivuhodnou hou�e vnatostí p�rivlastnili matematické
metody a koncepty, které dalece p�resahují rámec obvyklé školní látky.

A po t �echto úvodních slovech u� p�renecháváme volnou ruku práv �e jim.

Ungarisc h

Mandelbrothalmaz, Juliahalmaz, Fraktálok ...

Bizonyára majdnem mindenki hallotta már ezen fogalmak valamelyikét, vagy legalább látott már egyet-kettot
a színpompás képek közül, melyek a fogalmakhoz kapcsolódnak. De mik azok a fraktálok pontosan? Milyen
tulajdonságok jellemzik a geometriai alakzatok ezen csoportját? A kurzus célja az volt, hogy ne csak a puszta
optikai szépségüket, hanem a laikusoknak nehezen hozzáférheto matematikai összefüggéseit megértsük és
megértessük. Ehhez eloször is az önhasonlóság fogalmával ismerkedtünk meg, amely sok fraktálnál felfedez-
heto. Az önhasonlóság kritériuma azonban önmagában még nem elegendo a fraktál de�niálásához, méghozzá
egyrészt azért, mert nem inden fraktálban felfedezheto ilyen tulajdonság, másrészt, mert nem minden önha-
sonló objektum nevezheto fraktálnak. A kurzuson többféle dimenziófogalommal ismerkedtünk meg, melyek a
fraktálok pontosabb meghatározásához hozzásegítenek, és a középiskolában megismert euklédeszi dimenzió
fogalmát kiegészítettük más dimenziókkal is.

Ezt követoen bepillantást nyerhettütünk az iterációba és a komplex számok világába, melyek segítségével
a híres Mandelbrot- és Juliahalmazokat képezhetjük. A szemléletes és példáktól hemzsego ëlméleti alapok
kidolgozásátä való életben megjeleno és zenei fraktálok bemutatása követte.

Mivel a fraktálok világának pontosabb megismerését a modern technika, mindenek elott a számítógép meg-
jelenése tette lehetové, nem hiányozhatott egy, a fraktálok programozásáról szóló eloadás a repertoárból. A
számítógép természetesen mindvégíg elengedhetetlen szemléltetoeszköz volt az elméleti és gyakorlati öss-
zefüggések magyarázatánál.
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A résztvevok az akadémia ideje alatt nagy lelkesedéssel és �gy elemre méltó kitartással bonyolult matematikai
módszereket és elveket sajátítottak el, melyek messze túlmutatnak a középiskolai anyagon.

Ezen rövid bevezeto után átadjuk a szót a résztvevöknek.

Kurs M.1 – Fraktale in Theorie und Anwendung

Selbstähnlic hkeit, Selbstähnlic hkeitsdimension

(Vortrag: Ema Fiedlerová, Protokoll: Jan Hering)

Unser M.1 Kurs �ng gleich mit dem ersten Vortrag an. Ab dieser Zeit tauchten wir immer tiefer in die Fraktal-
Problematik ein. Der erste Teil (von vier Vorträgen) informierte uns über verschiedene Arten von Dimensionen.
Als erste kam die Selbstähnlichkeitsdimension vor.

De�nition 1. Ein Gebilde heißt selbstähnlich, wenn es ähnlich einem Teil von sich ist.

Beispiel 2. Wir schauen jetzt die Kochkurve an.
Die Kochkurve: Gegeben ist eine Strecke. Die wird gedrittelt und die mittlere Strecke gestrichen. Über dem
mittleren Drittel wird dann ein gleichseitiges Dreieck errichtet. Dieser Prozess wird dann mit jeder neu entstan-
denen Strecke unendlich oft wiederholt. Wenden wir nun diese Vorschrift auf ein gleichseitiges Dreieck an, so
entsteht die Schnee�oc kenkurve. Die Kochkurve ist selbstähnlich, siehe Abbildung 1.

De�nition 3. Wird ein Gebilde im Maßstab
�����

verkleinert, und passen nun � von den kleineren Gebilden in
das ursprüngliche Gebilde, so ist die Selbstähnlichkeitsdimension des Gebildes die Zahl � , für die gilt:

���
	

� .

Beispiel 4. Bei der Kochkurve: Die Verkleinerung geschieht im Maßstab
���
�

, d.h. es ist
��	��

. Den verklei-
nerten Teil �ndet man im Original viermal wieder, also �

	��

. Dann:

���
	��

, also �

	������

�

�����

� ( � 1,262).
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Abb. 1: Kochkurve

Wir beschäftigen uns weiter mit der Schnee�oc kenkurve. Ihre Besonderheit liegt darin, dass der Umfang (also
die Länge der Kurve) unendlich lang ist, aber eine endliche Fläche begrenzt.

Satz 5. Der Umfang � der Schnee�oc kenkurve ist unendlich, d.h. �

	����

.

Beweis. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlänge � . Sei etwa �

	��

. Dann gilt für den Umfang
��� des nach

�

-Schritten entstandenen Dreiecks (siehe Abbildung 2) folgendes:

Abb. 2: Schnee�oc kenkurven
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� 	 �

. Weiter dann: � 1
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�
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�
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�

���

. Allgemein: �
�
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	���

� �

�

.
Der Umfang der Schnee�oc ke wächst mit wachsendem

�

(
�"!#�

) ins Unendliche.

Satz 6. Die von der Schnee�oc kenkurve begrenzte Fläche $ ist endlich groß.

Beweis. Bezeichnen wir die Fläche des am Anfang gegebenen gleichseitigen Dreiecks mit $%� . Dann gilt für die
Fläche �

� , die beim
�

-ten Schritt zugegeben wird, folgendes: ���

	

$&�

�

�

�

	��
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�
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�

)*�


+$,�

�

�

�

	

���




�

���

�


($&� . Sei dann $
� die Summe der Flächen � �.-�/�/�/�-��

� :
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�
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Wir setzen 4

� 	6587�9 :

5
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� <
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Um das Verhalten der Summe zu �nden, betrachten wir den Grenzwert der zugegebenen Flächen für
�?!#�

@'A'B

�.CED

$
�

	

$&�

�

$&�&


@+A'B

�.CED

�

<GF�H I(J

7

K

�

.

�
�

�
�

�

konvergiert gegen Null für
�L!M�

. 1 und
K

� sind Konstanten. Also gilt:
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�.C�D

�ON

�
�

�
�

�

K

�

	

�

K , $
�

	

$&�

�

$&�&


�

K .

Also begrenzt die Schnee�oc kenkurve eine endliche Fläche.
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Am Beispiel der Kochkurve und der Schnee�oc ke haben sich die ersten Eigenschaften von Fraktalen gezeigt,
nämlich dass Fraktale meistens eine leichte Bauvorschrift haben und dass ihre Dimension nicht ganzzahlig
sein muss.

Quellen:
Reinhart Behr. Ein Weg zur fraktalen Geometrie. Stuttgart, Klett, 1989, S. 46f, S. 50-52.
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994, S. 63-81.

Euklidisc he und algebraisc he Dimension, metrisc her Raum

(Vortrag: Janusz Bartoszek, Protokoll: Ben Sahlmüller)

Die Selbstähnlichkeitsdimension ist nicht immer geeignet, die Dimension eines Objektes anzugeben. Dies wird
besonders deutlich, wenn wir komplizierte Objekte mit einer nicht sofort erkennbaren „Bauanleitung“ betrach-
ten. Aus diesem Grund brauchen wir andere Dimensionsbegriffe, damit wir auch den Objekten eine Dimension
zuordnen können, bei denen das bis jetzt für uns nicht möglich war. Da die Bestimmung der Selbstähnlichkeits-
dimension ziemlich lange dauern kann, wäre es ebenfalls hilfreich, schnellere Verfahren kennen zu lernen. Ob
zu diesem Zweck die euklidische oder die algebraische Dimension geeignet sind, werde ich im Folgenden
erklären.

Die euklidisc he und algebraisc he Dimension
Die euklidische Dimension ist wohl die bekannteste, gerade unter Nicht-Mathematikern, was daran liegt, dass
sie mit dem „Alltagsbegriff“ einer Dimension übereinstimmt. Die euklidische Dimension eines Objektes kann
man so beschreiben, dass sie gleich der maximalen Anzahl der linear unabhängigen Vektoren �

�

�

-��

�

� -�/+/'/+-��

�

� ist,
für die gilt: �

�

���

�

�

�

�

/'/'/

�

�

�

� . Das bedeutet, dass die euklidische Dimension immer ganzzahlig ist, was sie zur
Darstellung gebrochen dimensionaler Fraktale ungeeignet macht.

Die algebraische Dimension unterscheidet sich nur insofern von der euklidischen Dimension, dass sie nur auf
konvexe Körper anwendbar ist. Auch sie kann jedoch nur ganzzahlige Dimensionen angeben, ist also ebenso
ungeeignet, die Dimension eines Fraktals darzustellen, wie die euklidische Dimension. Wir werden also weitere
Dimensionsbegriffe kennen lernen müssen, um die Dimension eines Fraktals anzugeben.

Metrisc he Räume
Das zweite Thema dieses Tages hat den Oberbegriff „metrische Räume“. Auch wenn der Begriff des me-
trischen Raumes nicht direkt mit den Dimensionen zu tun hat, behandeln wir ihn, da er zu einem späteren
Zeitpunkt noch benötigt wird.

Metrik
De�nition 7. Eine Funktion

�

F��

-	�

J

��

�����

!������������

F��

-	�

J��

!

�

F��

-��

J

heißt Abstandsfunktion (oder Metrik), wenn sie folgende Merkmale erfüllt:

Merkmal 1: �

�

-��! 
�

�

�

F��

-��

J

	"�$#

�

	

� .
Sind also zwei Punkte identisch, so ist der Abstand zwischen ihnen 0. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Merkmal 2: �

�

-��! 
�

�

�

F��

-��

J

	

�

F

�;-

� J .
Der Abstand ist also, je nachdem, ob man ihn von � nach � oder von � nach � betrachtet, gleich.

Merkmal 3: �

�

-	� -&%' 
�

�

�

F��

-��

J

�

�

F

�;-(%

J*)

�

F��

-(%

J .
Der Umweg von � zu % über einen dritten Punkt � ist also immer länger als oder gleichlang wie der direkte
Weg von � nach % .

Metrisc her Raum
Nun, da wir wissen, was eine Metrik ist, fällt es uns nicht schwer, einen metrischen Raum zu de�nieren:
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De�nition 8. Die Menge � zusammen mit der aufgeprägten Metrik � heißt metrischer Raum. Wir schreiben
F

� -

�

J .

Beispiele in der Ebene
1 Die euklidische Metrik

Die einfachste Metrik ist der Betrag der Differenz von zwei Punkten. Dieser wird mit �

F��

-��

J

	��

�

N

�

�

beschrieben. Ich möchte auf diesen Fall nicht weiter eingehen, sondern stattdessen eine weniger
bekannte Metrik beschreiben.

2 Die Manhattan-Metrik
Ihren Namen hat die Manhattan-Metrik von dem Straßennetz des gleichnamigen New Yorker Stadtteils.
Will man dort von einem Ort zum nächsten, so muss man sich an den schachbrettförmigen Straßenver-
lauf halten.

Wenn nun � die Dimension der betrachteten Situation angibt, so resultiert daraus folgende Formel

�

F��

-��

J

	��

�

��� �

�

�

�

N

�

�

�

.

Nehmen wir an, dass die Dimension �

	 �

ist.

�

F��

-��

J

	��

�

��� �

�

�

�

N

�

�

��	��

�

�

N

�

�

�����

�

�

N

� �

�

.

Im Folgenden haben wir den Beweis dazu erbracht, dass die Manhattan-Metrik tatsächlich eine Metrik ist.
Dazu mussten wir prüfen, ob die drei Merkmale für � erfüllt werden. Da der Beweis korrekt formuliert recht viel
Platz einnimmt, werde ich ihn hier auslassen. Stattdessen werde ich nun weitere Begriffe aus dem Bereich der
Metrik und des metrischen Raumes de�nieren.

Der Durchmesser einer Menge
Der Durchmesser

� 	
�

einer Menge
	

ist der längste vorkommende Abstand zweier beliebiger Punkte in
	

. Die
Abstandsstrecke muss nicht in

	

liegen. Mathematisch ausgedrückt bedeutet das:

De�nition 9. Sei E eine Menge und �

-��  

	

.
� 	
� � 	 �
���

����� �����������

�

�

F��

-	�

J

�

.

Die Kugelumg ebung und Lage eines Punktes P
Die Umgebung � �

F"!EJ für #%$

�

bezeichnet alle Punkte der Menge
�

, die nicht weiter als # von !

 
�

entfernt
liegen. Dies de�nieren wir wie folgt:

De�nition 10. Es sei � eine Menge, !

 
� und #%$

�

. Die Umgebung �
�

F"!EJ von ! ist de�nier t als:

�&�

F'!EJ

� 	 �

�

 
�

�

�

F��

-

!EJ)(

#

�

/

Nun können wir zwischen drei verschiedenen Arten von Punkten unterscheiden:

De�nition 11. Innere Punkte:
Sei � eine Menge. ! heißt innerer Punkt von � , falls gilt:

*

�
�

F"!EJ,+ � .

De�nition 12. Äußere Punkte:
Sei � eine Menge. ! heißt äußerer Punkt von � , falls gilt:

�&�

F"!EJ.- �

	�/

.

De�nition 13. Randpunkte:
! heißt Randpunkt von � , wenn gilt:

�&�

F'!EJ0- ��1

	�/

und �&�

F'!EJ0- F

�32

� J41

	�/

.

Quelle:
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung (Kapitel III). Darmstadt, Wissen-
schaftliche Buchgesellschaft, 1994.
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Die fraktale Dimension

(Vortrag: Martin Hoza, Protokoll: Fabian Stolzenburg)

Neben den bereits vorgestellten Dimensionen und der uns wohlbekannten euklidischen Dimension (die uns
aus der Schule bekannte Dimension) stellte Martin Hoza in seinem Vortrag eine weitere Dimension vor, die in
der Welt der Fraktale von großer Bedeutung ist. Beginnen wir zunächst einmal mit einem Beispiel:

Wir haben die Kochkurve bereits in einem früheren Vortrag ( Selbstähnlichkeit und Selbstähnlichkeitsdimensi-
on) kennen gelernt. Der bekannte französische Mathematiker Benoît B. Mandelbrot stieß auf der Suche nach
Gebilden mit ähnlichen Eigenschaften, nämlich mit komplizierten Umrissen, in der Natur auf die englische
Küstenlinie.

Um ihre Länge zu bestimmen legte er ein Bogenmaß � fest, mit dem er die Länge der Küstenlinie durch
wiederholtes Anwenden dieses Bogenmaßes messen wollte. Seien nun:

�

� 	

Länge des Maßes, mit dem gemessen wird -

�

F

�

J

� 	

Anzahl der zur Umrandung benötigten Strecken der Länge � -

�

F

�

J

	

�0


�

F

�

J

	

Approximation der Küstenlänge /

Es entsteht Abbildung 3.

Abb. 3: Ausschnitt der Küste Englands

Bildet man die Summe aller Strecken � , so erhält man als Ergebnis die Gesamtlänge der Küste Englands.

Verkleinert man nun das Bogenmaß � , so �ndet man heraus, dass die Länge
�

F

�

J immer weiter wächst. Es
gilt folglich

@'A+B

�

C
�

�

F

�

J

!M�

.

Es ergibt sich der schematische Graph, der links in Abbildung 4 zu sehen ist.

Damit gaben sich die Mathematiker jedoch nicht zufrieden. Sie wollten einen Graphen mit konstanter Steigung.
Durch Ausprobieren gelang es ihnen herauszu�nden, dass sich die Kurve am Besten eignet, die entsteht, wenn
man sowohl den Wert auf der � -Achse als auch den Wert auf der � -Achse logarithmisiert. Dadurch entsteht
annähernd der Graph, der rechts in Abbildung 4 zu sehen ist.

Zur Bestimmung der fraktalen Dimension legen wir nun fest: ���

� 	 �ON��

, wobei
�

die Steigung des logarith-
misierten Graphen ist, die man mit Hilfe der Geradengleichung �

		��
 �
�

bekommt. Dass diese De�nition
sinnvoll ist, lässt sich an einem einfachen Beispiel verdeutlichen:

Wir nehmen uns eine Gerade und wählen verschiedene Bogenmaße � . Es ist offensichtlich, dass die Strecke
unabhängig von der gewählten Länge des Maßes � immer gleich lang ist. Somit ergibt sich für die zugehörige
logarithmische Kurve die Steigung

� 	 �

.

Setzen wir diesen Wert in die Formel ein, so ergibt sich ���

	 �ON � 	��

.

Eine Gerade hat somit die fraktale Dimension ���

	 �

. Demnach stimmt sie mit der uns schon bekannten
euklidischen Dimension überein.
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Abb. 4: links: Der nicht logarithmisierte Graph, rechts: Der logarithmisierte Graph

Im Beispiel der englischen Küste ergibt sich für
�

:

� 	 N �

/

�����

� �

	 �ON

F

N �

/

���

J

#

� �

	 �

-

� �

Dieses Prinzip kann man auf alle fraktalen Kurven anwenden.

Auch die fraktale Dimension von Flächen und Volumen, Box-Counting-Dimension genannt, kann man auf
analoge Weise bestimmen. Statt der Strecken mit der Länge � nimmt man nun kleine Quadrate bzw. Würfel
mit der Seitenlänge � . Wir hatten bedauernswerterweise nicht genug Zeit, um uns mit der Box-Counting-
Dimension ausführlich zu beschäftigen.

Quelle:
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.

Hausdorff-Dimension

(Vortrag: Jakub Sobolewski, Protokoll: Blanka Horváth)

Um uns mit Hausdorff vertraut zu machen, haben wir zunächst den Lebenslauf dieses Mathematikers in kurzer
Fassung erzählt bekommen. Die Dimension, die Hausdorff-Besicovitch-Dimension genannt wird, brauchen wir,
um Punktmengen

	

in metrischen Räumen zu charakterisieren. Das Prinzip, das wir bei der Küste Englands
(siehe auch im Vortrag „Die fraktale Dimension“) kennen gelernt haben, funktioniert hier ähnlich. Damals haben
wir kleine Strecken (mit der euklidischen Dimension 1) benutzt, um eine (nicht unbedingt gerade) Linie, wie
z.B. die Küste Englands, zu messen. Ähnlich ist das Prinzip bei Flächen, da decken wir eine Punktmenge mit
kleinen Einheitsquadraten ab. Auch hier geht es wieder darum, das Objekt möglichst gut mit kleinen Mengen
zu überdecken. Der Unterschied bei dieser neuen Methode ist, dass wir nun zum Abdecken einer Punktmenge

	

nicht nur Quadrate, sondern andere Punktmengen �

� beliebiger Form benutzen dürfen.

Vorgehen:

Abb. 5: Überdeckung der Menge �
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1 Wir setzen die Punktmenge
	

fest. Diese Punktmenge wird von P�aster mengen �

�

- � � - �

�

-�/+/'/'- � � voll-
kommen überdeckt (siehe hierzu Abbildung 5). Überdecken bedeutet in diesem Falle, dass die Vereini-
gung aller Mengen �

� die Menge
	

enthält.

Aus dem Vortrag über metrische Räume haben wir den Begriff
�

�

�

�

, den Durchmesser der Menge �

� ,
kennengelernt. Da de�nier ten wir den Durchmesser der Menge

	

als:
� 	
� � 	 � � � �

�

F




- �

J

� 


- �  

	 �

.

Das heißt: Der Durchmesser der Menge
	

muss der größte Abstand zwischen zwei Punkten



- � sein,
die in der Punktmenge

	

enthalten sind. Deutlicher formuliert: Nicht jeder Punkt des Durchmessers muss
innerhalb der Menge liegen, nur der Anfangs- und Endpunkt.

2 Sei
���

� der Durchmesser der P�aster menge �

� für
������� �

, oder anders ausgedrückt:
�

�

�

� � 	 ���

� .

3 Als nächstes setzen wir zwei beliebige, aber feste Werte:
Sei � eine Obergrenze für alle

�

� . Demnach wird jede Menge höchstens den Durchmesser
�

� haben
dürfen. Wir mussten diese Obergrenze festlegen, damit wir die „

�

� -Überdeckung“ der Punktmenge
	

de�nieren konnten.

De�nition 14. Wenn
	

eine Teilmenge der Vereinigung aller P�aster mengen von �

� bis � � und der
Durchmesser jeder Menge �

� kleiner als
�

� ist, dann de�nieren wir �

�

- � � -�/+/'/+- � � als eine
�

� -Überdeckung
von

	

.

Und weiter sei � ein Parameter mit �

)

�

(der möglicherweise die Dimension bestimmen wird).

4 Für jede solche „
�

� -Überdeckung“ von
	

berechnen wir nun
� �

� � �

�

�

�

� �

. Wir halten jetzt sowohl das � als
auch das � fest und suchen unter allen Zahlen

� �

�

�

� �

die kleinste:
�

�

�

�

F

	

J

� 	

A
	��

� � �

�

�

� � �

.

5 Mit kleiner werdendem Durchmesser
�

� kann
�

�

�

�

F

	

J nicht abnehmen. Dann wird also
�

�

� entweder
größer oder bleibt gleich.

De�nition 15. Der Ausdruck
@'A+B

�

C
�

�

�

�

�

F

	

J heißt Hausdorff- � -Maß von
	

. Er ist eine Verallgemeinerung

der Länge, des Flächeninhalts bzw. des Volumens für nichtganzzahlige Dimensionen.

Satz 16. Satz von Hausdorff-Besicovitch:
	

sei erneut eine (beschränkte) Punktmenge. Wenn dann für
einen Wert �

	�


des Hausdorff- � -Maßes gilt
���

F

	

J

$

�

, dann folgt
�

�

F

	

J

	 �

� �

(




, und weiter
�

�

F

	

J

	"�

� � $




.

6 Die Hausdorff-Dimension ergibt sich hieraus dann wie folgt: Ist das � „zu klein“ gewählt, so ist das � -
dimensionale Maß der Menge

�

. So ist etwa die Länge (also das eindimensionale Maß) eines Quadrates
sicherlich

�

. Andererseits ist für großes � dieses Maß 0.

De�nition 17. Die gerade bestimmte Zahl



heißt die Hausdorff-Besicovitch-Dimension von E, kurz
�����

F

	

J . Die Dimension ist also endlich positiv, 0 oder
�

.

Zur Hausdorff-Dimension siehe Abbildung 6.

Abb. 6: Hausdorff-Dimension

Quellen:
Reinhart Behr. Ein Weg zur fraktalen Geometrie. Stuttgart, Klett, 1989.
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.
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Anwendung von Fraktalen

(Vortrag: Julian Kühlshammer, Protokoll: Lucia Kore �nová)

Durch diesen Vortrag ist uns vermittelt worden, dass man sich von der Richtigkeit der neu gewonnenen Kennt-
nisse in der fraktalen Geometrie nicht nur in der Theorie überzeugen kann, sondern dass man sie auch in
anderen Fachbereichen und sogar im Alltag praktisch anwenden kann. Warum verbraucht ein großer Orga-
nismus (Mensch) pro Kilogramm Körpermasse wesentlich weniger Sauerstoff als ein kleiner (Maus)? Ist der
Umsatz eines Organismus gleich der Summe der Umsätze seiner isolierten Zellen? Die Antworten auf diese
und andere Fragen bietet die Theorie der Fraktale, die in der Mathematik als Möglichkeit der Beschreibung
hochkomplexer Strukturen dient (siehe Abbildung 7).

Abb. 7: Stoffwechselrate des gesamten Organismus ( Grundumsatz, W)

���

��� $��
�

��

-

�

	

��

�

�

-

���

�

N

Stoffwechselrate - $

N

Fläche -

�

N

Masse -

�

N

biologisches Parameter -

�

N

Skalenexponent - �

N

Referenzwert-Bezugswert -

�

	

��

�

	

-

�

�

	

��

�

	

<

�

-




	

��

�

	

<

�

- �

	

�

�



�

	

<

�

-

wobei feststeht:

�

N

Umsatz - �

N

Bezugswert -

�

N

Masse - �

N

Geschwindigkeitskonstante -

�

N

mittlere Verweilzeiten /

Da
� �

	

!

�

�

konstant ist, können alle diese Gleichungen für das Volumen aufgestellt werden:

� 	 �

��
��

�

�

,
� 	

�

�

� $��

�

� ,
� 	"�

/��

�

�

�

���

�*�

�

	

�

�

�

� � .

Was aber gilt für ein Objekt mit dem Volumen 


�

�

�

�

	

�

���

� �

�

	

�

�

�

� � , das eine Dimension kleiner als ein
Volumen

�

�

und größer als eine Fläche
�

� hat? Die Antwort zu dieser Frage bietet die fraktale Geometrie.

Länge: ���




F

�




�

� , �




�

�
/�/�/

J

	

���




�

F

�

� , �

� , /�/�/

J .
�

	 �

/�/�/ normale Linie,
�

	 �

/�/�/ �ächenfüllende Linie. Fläche: �

�




F

�




�

� ,
�




�

�
/�/�/

J

	

���


��

F

�

� , �

� , /�/�/

J .
�

	 �

/�/�/ normale Fläche , �

	 �

/�/�/ volumenfüllende Fläche. Volumen: �

�




F

�




�

� , �




�

�
/�/�/

J

	

�
�

�

�


��

F

�

� , �

� ,
/�/�/

J .

Bei der fraktalen Dimension gilt, dass sie nicht unbedingt eine ganze Zahl sein muss, sondern zwischen 1 und
2 (für Linie) oder 2 und 3 (für Fläche) liegen kann.
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Beispielsweise $ � �

�

�

9�� , wobei A die Ober�äche ist durch die der Stoffwechsel verläuft, und M die Masse
sei. Für � und

�

gilt
� �

�

���

,
� �

�

���

.

Experimentell ist festgestellt worden, dass die Dimension des Blutgefäßsystems von Nieren auch ein Beispiel
von fraktaler Struktur mit fraktaler Dimension ist. Es gilt ���

	 �

/

���

.

Weiteres Beispiel sind Arterienverzweigungen und ihre Ober�ächen, die annähernd selbstähnlich sind. Sie
weisen räumlich unterschiedliches Skalenverhalten auf und nehmen bis zu den Kapillaren mittlere Dimension
zwischen 2.2 und 2.3 an. Diese und ähnliche Ergebnisse können zur Simulation der Gefäßsysteme der Organe
am Computer oder zur Verbesserung des Wirkungsgrades von Maschinen, die ähnlich wie ein Bioreaktor
arbeiten, genutzt werden.

Bei den von Krebs angegriffenen Zellen kann man durch fraktale Dimension oder Box Counting Dimension das
Stadium von einer Krankheit feststellen. Als hilfreich haben sich die Kenntnisse aus der fraktalen Geometrie
auch bei der Informatik, konkret beim Speichern von komplizierten Bildern erwiesen.

Was ist die vierte Dimension des Lebens? Schon in den dreißiger Jahren des letzten Jahrhunderts hat der
Physiologe Kleiber jedoch experimentell gezeigt, dass die Metabolismusrate in Wirklichkeit mit �

�

H skaliert.
Die Hypothese beruht auf drei Prinzipien:

1 Der natürliche Selektionsdruck in der Natur führt zu einer Optimierung der Stoffwechselkapazität eines
Lebenswesens durch Maximierung der Ober�ächen $ , durch welche der Stoffwechsel geschieht, und
durch Minimierung der Transportdistanzen � und -zeiten � im Organismus.

2 Interne Versorgungsnetzwerke des Organismus können fraktale Struktur haben.

3 Es gibt eine kleinste typische Längeneinheit �	� in biologischen Systemen, die nicht mit der Größe des
Organismus skaliert, sondern gleich bleibt.

Das Interessante ist dabei, dass zwei beliebige dieser drei Prinzipien zu den (empirisch falschen) Exponenten
von

�

� und seinen Vielfachen führen, alle drei zusammen aber Vielfache von
�

�

plausibel machen. Im Zusam-
menspiel der drei Prinzipien entsteht „die vierte Dimension“ der fraktalen Struktur von Organismen (siehe
Abbildung 8).

Abb. 8: Skalierung von Länge, Fläche und Volumen von biologischen Netzwerkstrukturen im Vergleich zum normalen
Euklidischen Raum. Beziehungen, die die Biomasse M involvieren, implizieren konstante Gewebedichte.

Quellen:
Klaus Richter, Jan-Michael Rost. Komplexe Systeme. Frankfurt, Fischer 2002, S. 64-68.
Manfred Sernetz. Fraktale Biologische Strukturen. Berichte der Justus-Liebig-Gesellschaft zu Gießen 5. Gie-
ßen, 2001, S. 143-158.
Manfred Sernetz. Organismen als Bioreaktoren. Fraktale Struktur und heterogene Katalyse. Die Umschau 86,
1986, S. 582-587.
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Iteration im Reellen

(Vortrag: Marcin Lechecki, Protokoll: Ádám Horváth)

Rechnerisc he Iteration
De�nition 18. Iterieren einer Funktion � heißt, dass wir zu gegebenem Startwert




�  �� den Funktionswert



�

	

�

F




�

J berechnen, und dann diesen Wert



� als neuen Startwert betrachten und den Funktionswert



�

	

�

F




�

J berechnen und so weiter (siehe Abbildung 9). Wenn wir so fortfahren, bekommen wir eine Folge
von Werten, nämlich die Folge der Iterierten von




� , die wir als ����� (Orbit eines Punktes



� ) bezeichnen.

Abb. 9: Iterationsmaschine

Beispiel 19.

�

F




J

	




� -




�

� 	 �

�




�

	

�

�

�




�

	

�

�

�

�


�
�


�




�

	

�

�

�

/

Wenn
�

nach
���

strebt, dann strebt ����� nach
�

, weil im Bruch
�

�

7 der Nenner nach
���

strebt. Also schreiben
wir kurz:
Falls

�?!#�

, dann �
�

�

! �

.
Das heißt, dass �

�
� nach

�

konvergiert.

Beispiel 20.
�

F




J

	 � 


-




�

� 	��

�




�

	 �




�

�




�

	��




�

�

�


�
�


�




�

	 �




�

�

/

Falls
�?!#���

, dann �
�

�

!M���

. Das heißt, dass �
�

� nach
���

divergiert.

Beispiel 21.
�

F




J

	 


-




�

� 	 �

�




�

	��

�




�

	 �

�


�
�


�




�

	 �

/

De�nition 22. Ein Punkt



heißt Fixpunkt der Periode 1 (oder Fixpunkt) der Funktion � , wenn �

F




J

	 


ist
�

�

F

�

F

�	/'/+/	�


 �
� �

n-mal

F




J J J

/+/'/

J

� 	

�

�

F




J

	 


.

Beispiel 23. Für eine allgemeine lineare Funktion �

F




J

	 
 ���

,
�

 ����

��� �

, gilt:
Falls

�

$

�

ist, dann divergiert �
�

� nach
���

.
Falls

�

(

�

ist, dann divergiert �
�

� nach
N0�

.
Also �

�
� divergiert, unabhängig vom Startwert.

Beispiel 24. �

F




J

	 


� .
Falls

� 


�

�

(

�

, dann �
�

�

! �

. Z.B.



�

� 	 �

-

�

�




�

	

F

�

-

�

J

�

�




�

	

F

�

-

�

J

�

�


�
�


�




�

	

F

�

-

�

J

�
�

/

Falls
� 


�

�

$

�

, dann �
�

�

!M���

.
Spezialfall:




�

	 �

�




�

	 �

�




�

	 �

�


�
�


�




�

	 �

/

De�nition 25. Ein Fixpunkt



heißt Repellor, wenn es eine Umgebung �

F




J von



gibt, so dass für alle
�  �

F




J gilt: Der Grenzwert von ��� ist nicht aus �

F




J .

Beispiel 26. Im Fall �

F




J

	 


� können wir
�

Repellor nennen.

De�nition 27. Ein Fixpunkt



heißt Attraktor, wenn es eine Umgebung �

F




J von



gibt, so dass für alle
�  �

F




J gilt: Der Grenzwert von �
� ist




.

Beispiel 28. Im Fall �

F




J

	 


� ist
�

ein Attraktor.

De�nition 29. Für einen attraktiven Fixpunkt (Attraktor) ! nennen wir das maximale Intervall der



-Werte,
deren Orbit nach ! konvergiert, den Einzugsbereich des Attraktors.
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Beispiel 30. �

F




J

	 


�

N �

Wir suchen Fixpunkte. Für Fixpunkte gilt: �

F




J

	 


.
In unserem Fall:


 	 


�

N �

,
� 	 


�

N 
 N��

,



�

�

�

	

����� K

�

,



�

	

�

�

� K

�

;



�

	

�

<

� K

�

.



�

� 	 �

-��

�

: nach ein paar Iterationsschritten erklärt sich: � ���

!M���

.



�

� 	 �

-��

�

: nach ein paar Iterationsschritten erklärt sich: � ���

! �

und
N��

.
Wenn wir




�

	 N��

-��

�

wählen, kommen wir zum selben Ergebnis wie mit



�

	 �

-��

�

.
���

�

�

� K

�

sind Scheide-
punkte und Repelloren.

N��

und
�

sind Attraktoren.

De�nition 31. Ein Punkt



heißt Fixpunkt der Periode n von �

F




J , wenn gilt: �

�

F




J

	



(
�

$

�

). (Die Erklärung
von �

�

F




J steht in De�nition 22.)

Beispiel 32. �

F




J

	 


�

N �

/




�

� 	 N��

�




�

	

�

�

F




�

J

	 �

�




�

	

�

�

F




�

J

	 N��

�




�

	

�

�

F




�

J

	 �

�


�
�


Satz 33. Also sind
N��

und
�

Fixpunkte der Periode 2 von �

F




J .

Gra�sc he Iteration

Die Methode der gra�schen Iteration (siehe Abbildung 10):

1 Wir zeichnen ein Koordinatensystem.

2 Wir zeichnen die Funktion �

F




J , die wir iterieren möchten.

3 Wir zeichnen als Hilfslinie die Funktion

 	

� .

4 Wir wählen einen Startwert



� auf der x-Achse (hier nahe bei Null).

5 Wir suchen den zu



� gehörigen �

F




�

J -Wert. (Praktisch �nden wir diesen mit Hilfe einer vertikalen Linie
von




� . Der Schnittpunkt mit der Funktion �

F




J ist der gesuchte Wert �

F




�

J .

6 Wir suchen den selben Wert �

F




�

J auf der x-Achse. Wir malen eine horizontale Linie vom Punkt F




�

�

�

F




�

J J

und bilden den Schnittpunkt mit der Funktion

 	

� . Danach fahren wir fort wie bei 5.

Abb. 10: Gra�sche Iteration

Quellen:
Reinhart Behr. Ein Weg zur fraktalen Geometrie. Stuttgart, Klett, 1989.
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.
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Die logistisc he Familie – das Feigenbaumdia gramm

(Vortrag: Blanka Horváth, Protokoll: Janusz Bartoszek)

Die logistische Familie stellt ein einfaches Modell für z.B. Populationsentwicklung unter beschränkten Res-
sourcen, den Umsatz einer Firma oder allgemeine Wachstumsprozesse dar. Das Wachstum von Populationen
weckte stets Interesse von Biologen, Ökologen und auch von Mathematikern. Hinter den täuschend einfachen
Formeln des Populationswachstums, die wir am Beispiel des Haie-Beute-Modells (siehe Abbildung 11) herlei-
ten werden, lauert nämlich ein vielfältiges und abwechslungsreiches Verhalten, das von einfachen Strukturen
bis zum Fraktalen reicht.

Wir erhalten drei Szenarien. Bei Szenario 1 variiert die Population zwischen zwei Werten. Szenario 2 kommt
vor, wenn die Anzahl der Individuen sehr stark schwankt und das Szenario 3, wenn der Wert ein stabiler ist.

Wir haben die logistische Familie am Beispiel des Feigenbaumdiagramms erforscht.

Abb. 11: Hai�sch mit Beute

Wir betrachten jetzt die Entwicklung einer Population, z.B. von Haien. Das ist ein iterativer Prozess, weil die An-
zahl der Individuen einer Generation die der nächsten bestimmt. Biologen haben solche Prozesse untersucht
und ein recht eigentümliches Verhalten entdeckt. Wir erläutern dies am sogenannten Räuber-Beute Modell
mit unseren Hai�schen. Nimmt die Anzahl der Haie innerhalb eines abgeschlossenen Systems zu, so wird die
Anzahl der Beutetiere zurückgehen. Es werden einfach zu viele aufgefressen, und wenn der Vorgang lange
genug dauert, führt das zu einer Abnahme der Räuberzahl, weil sie zu wenig Nahrung �nden. Man erhält einen
ständigen Wechsel von Zu- und Abnahmen. Abbildung 12 veranschaulicht den Vorgang.

Abb. 12: Räuber-Beute-Modell

Solche Schwankungen kann man auch auf dem Kapitalmarkt (Geldakkumulation) oder in der Elektrotechnik
(z.B. Schwingkreise) beobachten. Allerdings wäre das nur eines von drei Szenarien. Die weiteren werden spä-
ter erklärt. Wie sich das Verhalten einer Population entwickelt, ist von der relativen Wachstumsrate abhängig.

De�nition 34. Die relative Wachstumsrate �

� 	

�

7�9 :

< �

7

�

7

de�nieren wir als den Quotienten aus der absoluten
Wachstumsrate und dem Anfangswert im Jahr

�

. Wobei



� die Anzahl der Mitglieder der Haipopulation ist.

Man stellt experimentell fest, dass der Wachstumsfaktor � als lineare Funktion auftritt. Daraus und durch
Normierung der Gleichung




�

�

�

	

F

� �

�

J




� erhält man als Funktion, welche das Wachstum der Population
beschreibt, die sogenannte Verhulstfunktion:




�

�

�

	

�%





�

F

�&N�


�

J

-

wobei



� ,



�

�

�

 � , und � $

�

ein Parameter ist, der von � abhängt.
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Wie gesagt, in Abhängigkeit von � ändert sich das Verhalten der Populationsentwicklung. Wenn � größer als
ein bestimmter Wert ist, dann schwankt die Population von Generation zu Generation sehr stark. Man kann
ein chaotisches Verhalten beobachten, wenn �%$

�

- � ist.

Szenario 3 kommt vor, wenn die Zuwachsrate sehr klein ist. Die Population pendelt sich auf einen stabilen
Wert ein, wie das bei �

(

�

vorkommt. Und zum Beispiel bei �

	 �

-

�

schwankt der Wert zwischen zwei
Populationsgrößen, wie das bei dem ersten Szenario statt�ndet (siehe Abbildung 12).

Wenn wir diese drei Szenarien veranschaulichen wollen, erhalten wir das Feigenbaumdiagramm (siehe Ab-
bildung 12), wobei der variable Wert � von der Wachstumsrate abhängt (wie oben schon erwähnt) und




die
Bevölkerungszahl skaliert.

Abb. 13: Das Feigenbaumdiagramm

Das Feigenbaumdiagramm hat fraktale Eigenschaften, wie z.B. Selbstähnlichkeit, und deshalb haben wir es
im Kurs behandelt.

Quellen:
Klaus Richter/Jan-Michael Rost. Komplexe Systeme. Frankfurt am Main, Fischer, 2002.
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.

Komple xe Zahlen

(Vortrag: Ádam Horváth, Protokoll: Em�oke-Ágnes Horvát)

Im Reellen ist man gewöhnt, dass der Ausdruck
�

N��

keinen Sinn macht, weil er die Zahl darstellen müsste,
deren Quadrat -1 ist. Das Quadrat einer positiven Zahl ist aber positiv, und das Quadrat einer negativen auch.
Es gibt also folglich keine Zahl, deren Quadrat -1 ist.

Erweitert man nun den gewohnten Zahlbereich (die reellen Zahlen) in einer ganz bestimmten Weise, so erhält
�

N��

einen Sinn. Man führt nämlich die imaginäre Grundzahl
�

ein, für die gilt:
�

�

	 N��

. Dieser Zahlbereich
bildet die sogenannten komplexen Zahlen. Wie man diese erhält und warum sie so heißen, wurde im Vortrag
erklärt.

De�nition 35. Komplexe Zahlen sind geordnete Paare reeller Zahlen. Wir bezeichnen die Menge der komple-
xen Zahlen mit � und schreiben: �

	 �

F

��-

�

J

�

��-

�

 �

�

/

Im Referat wurden vier unterschiedliche Schreibweisen behandelt.

1 Paarschreibweise: �

	

F

�	-

�

J

De�nition 36. Sei � eine komplexe Zahl. Dann heißt � der Realteil von � und
�

der Imaginärteil von � ,
es gilt also:

�

	"�

�

F

�

J

�

� 	�� �

F

�

J

/
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2 Summenschreibweise: �

	

F

�	-

�

J

	

�

� �




�

- �  � ��-

�

 � /

3 Polarform:

Abb. 14: Polarform

Im rechtwinkligen Dreieck (siehe Abbildung 14) gilt:

�

A
	

�

	

�

�

�

�

	 � � 	 �

�

�




�

A 	

�

�

A
	

�

	

�

�

�

�

	 � � 	 �

�

�




�

A 	

�

�

	

�

� �




�

�

	 �

�

�




���

�

�

� �




�

�

�




�

A 	

�

	 �

�

�




F

���

�

�

� �




�

A 	

�

J

/

De�nition 37. Sei �

	

�

� �




�

eine komplexe Zahl. Unter dem Betrag von � (
�

�

�

) versteht man die reelle
Zahl

�

�

�

� �

� , das heißt:
�

�

� � 	

�

�

�

� �

�

/

4 Radius-Winkel-Form:

De�nition 38. Sei � eine komplexe Zahl, � der Betrag von � und � der Winkel zwischen � und der reellen
Achse. So wird �

� 	

�

�

die Radius-Winkel-Form von � genannt.

In der Menge der komplexen Zahlen � wurden die Rechenarten eingeführt, indem sie wie folgt de�nier t wer-
den:

1 Addition: ��-

�

-

�

- �  ��

�

�

	

�

� �




�

- �
�

	 � � �


 �

�

�

�

�
�

� 	

F

�

� �

J

� �




F

� �

�

J

2 Subtraktion: �	-

�

-

�

- �  ��

�

�

N

�
�

� 	

�

�

�

F

N

�
�

J

	

F

�

N �

J

� �




F

� N

�

J

3 Multiplikation:

De�nition 39. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen wird durch Multiplikation der Beträge und
Addition der Winkel de�nier t.

(i) In Polarform:

�

�
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���

�

�

� �




�
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�

J

- �
�

	 �




F

���

��� � �




�

A
	

�

J

�

�


 �
�

	

�0


���

���

�

�




���

���?N �

A
	

�




�

A 	

� � �




F

�

A 	

�




���

��� �

���

�

�




�

A 	

�

J
	

�

�


 �
�

� 	

�0


�




F

���

�

F

�

���

J

� �




�

A
	

F

�

���

J�J
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(ii) In Radius-Winkel-Form:
�

�

	

�

�

- � �

	 ���

�

�


 �
�

	

�

�




� � 	

F

�0


�

J

�

� �

(iii) In Summenform:
�

�

	

�

� �




�

- � �

	 � � �


 �

�

�


 �(�

	

F

�

� �




�

J




F

� � �


 �

J

	

��


� � �




�




� � �


��E
 �

N �


��

�

�


 � �

	

F

��


� N �


��

J

� �




F

�




� �

�E
 �

J

4 Division:

(i) In Summenform:

�

�

	

�%


F

���

�

�

� �




�

A
	

�

J

- � �

	 �




F

���

��� � �




�

A 	

�

J

�

�

�
�

� 	 �

� �




�

� � �


 �

Damit wir diesen Ausdruck in eine einfachere Form bringen können, de�nieren wir die konjugiert
komplexen Zahlen.

De�nition 40. Wenn �

�

	

�

� �




�

und � �

	 � N �


 � , dann heißen �

� und � � konjugiert zueinander.

Daraus folgt nach Erweiterung mit �
�

	 � N �


 � , dass gilt:

�

�

�
�

	

F

�

� �




�

J




F

�;N �


��

J

�

�

�

�

�

	

F

� 


� � �


 �

J

�

F

�




� N

� 
 �

J




�

�

�

�

�

�

(ii) In Radius-Winkel-Form: Hier wurde die Division geometrisch erklärt. Seien �

�

	

�

�

, �
�

	 �
�

mit
�
�

1

	 �

komplexe Zahlen. Ihr Quotient:
�

�

���

	

�

�




�

���

. Wir suchen also zu einem
�

�

ein
� �

�

, so dass

gilt:
���




�

���

	 �

��� . Wenn die Länge des Produkts 1 ist, dann muss der Betrag der gesuchten Zahl
�

���

sein. Um 0 � als Summe von
�

und den gesuchten Winkel zu bekommen, muss der Winkel 360 � -
�

sein. So ist
�

���

	

F

�

�

J

�
	

���
<

�

und
�

�

���

	

F

�

�

J

�

<

�
�

��	

��� .

De�nition 41. Die Division zweier komplexer Zahlen wird durch Division der Beträge und Subtrak-
tion der Winkel de�nier t.

(iii) In Polarform:

�

�

	

�%


F

���

�

�
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�

A 	

�

J

�
�

	 �




F

���

��� � �




�

A
	

�

J

�

�
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F

���

�

F

�

N �

J

� �




�

A 	

F

�

N �

J J

Um mit den komplexen Zahlen arbeiten zu können, benötigen wir folgende Eigenschaften:

�

�

�

�
�

	

�
�

�

�

� Kommutativität von Addition

�

�


 �
�

	

�
�


 �

� Kommutativität von Multiplikation
F

�

�

�

�
�

J

�

�

�

	

�

�

�

F

�
�

�

�

�

J Assoziativität von Addition
F

�

�


 �
�

J


 �

�

	

�

�




F

�
�


 �

�

J Assoziativität von Multiplikation

Diese Rechengesetze gelten in � und wurden im Kurs nicht bewiesen.

Am Ende wurde festgestellt, dass komplexe Zahlen in traditioneller Weise nicht angeordnet werden können,
denn es wurde gezeigt, dass sie weder positiv noch negativ sind.

Quellen:
Reinhart Behr. Ein Weg zur fraktalen Geometrie. Stuttgart, Klett, 1989.
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.
Helmut Dittman. Komplexe Zahlen. München, Bayerischer Schulbuchverlag, 1976.
C. Niederdrenk-Felgner. Komplexe Zahlen. Stuttgart, Klett Verlag, 1985.
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Iteration im Komple xen

(Vortrag: Em�oke-Ágnes Horvát, Protokoll: Marcin Lechecki)

Das Thema schließt an die Vorträge „Iteration im Reellen“ und „Komplexe Zahlen“ an.

1. Iteration im Reellen
!

Iteration im Komple xen
De�nition 42. Iteration: Angenommen es sind in der Folge F

� �

J

��� � die Folgewerte � �.-��

�

-�/'/+/'-���� <

� bekannt,
und für

���

� ist � � als eine Funktion von den � � <

�

- ���3< � -�/+/'/'-�� � < � Elementen gegeben.

Beispiel 43.

1 Die Fibonacci-Folge: � �

	 �

- �

�

	 �

�

� �

	

� � <

�

�

� � < �

2 ���

	 �

�

� �

	 �

� � <

�

� �

3 �

�

	 �

- � �

	 �

�

� �

�

�

	 �

� �

N

�

�

� � <

�

2. Abbildung in der komple xen Zahlenebene
De�nition 44. Ist �

�

$

!��

und �

��� !
	

, dann erhält man eine Abbildung ���

�

�

$

!�	

, indem man
( �
�

� )( � ):= �

F

�

F

�

J J für alle �  "$ setzt.

Im allgemeinen gilt: ���

�

1

	

�

� � .

De�nition 45. � � �

� �

�

� �

�

�

�

( �

�

!

�

	

�

�
�

): Der Vektor � ergibt sich aus dem Vektor � durch Addition des
konstanten Vektors

�

(siehe Abbildung 15).

Abb. 15: Translation

De�nition 46.



�

���

�

� �

�

�

�3�

�

� ( �

�

!

�

	

� � ): Der Ortsvektor � wird aus dem Ortsvektor � erhalten, indem
man diesen um � (Winkel von � ) weiterdreht, und danach seine Länge auf das

�

�

�

-fache streckt (siehe links in
Abbildung 16).

De�nition 47. Gleichsinnige Ähnlichkeit ( �

�

!

� �

� �

): Bildet man aus den Funktionen �

�

�

�

!

�

F

�

J

	

�

� �

und
�

�

�

�

!

�

F

�

J

	

� � die Verknüpfung �
�

� , so erhält man �
�

�

�

�

�

!

�

F

�

F




J J

	

� �

� �

(siehe rechts in Abbildung
16).

Beispiel 48.

�

�

! � �

�

�

F

�%N � �

J

1. Schritt: �

�

! � �

�

2. Schritt: �

�

!

�

�

F

�%N � �

J

De�nition 49. Fixpunkt: unter einem �

� 
��

�

�

��� einer Abbildung �

�

!

�

	

�

F

�

J versteht man einen Punkt �
� ,

der mit seinem Bild zusammenfällt, für den also �
�

�

!

�
�

	

�

F




�

J gilt.
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Abb. 16: links: Drehstreckung, rechts: Gleichsinnige Ähnlichkeit

Bemerkungen:

1 Jede gleichsinnige Ähnlichkeitsabbildung �

�

!

�

	

� �

� �

, die keine Translation F

�

	 �

J und nicht
identisch ist, besitzt genau einen Fixpunkt. �
�

	

� �(�

� � �

���

	

	

�

<

5

, wobei �(� der Fixpunkt ist.

2 Translationen besitzen keinen Fixpunkt.

3 Die identische Abbildung �

�

!

�

	

� besitzt unendlich viele Fixpunkte.

3. Lauf ende Quadrierung komple xer Zahlen

Es gilt:
�

�

�

�

=
�

�

�

� .

Zusatz :

De Moivresche Formel:

�

�

	 �

�

�

�

�

���

�

F

���

J

� � �

A
	

F

���

J 	

�

�

 ��

�
�

�

�

	

�

�

�

Allgemein gilt:
�

�

�

$

� � �

�

�

�

7

!M�

�

�

��	 � � �

�

�

�

7

	 �&! �

. Die Punkte � mit
�

�

��	��

liegen auf dem Einheitskreis um 0.
�

�

�

(

� � �

�

�

�

7

! �

Den Einheitskreis bezeichnet man auch als Scheidekurve dieser Funktion, und die Punkte -1 und 1 als Schei-
depunkte.

Satz 50. Eine Zahl mit Betrag 1 ist Vor�xpunkt , wenn ihr Argument die Form
�

�

�

���

�

7 mit natürlichen
�

und
ungeradem

�

hat.

Beispiel (siehe Abbildung 17): �

�

	

�

�

� , �

�

	 � ���

� , �

�

	 � ���

� , �

�

	 �

� � �

	 �
�

� � , �

�

	�� ���

�

	

�

�

� .

Ausgangszahlen können zyklisch oder vorzyklisch sein:

De�nition 51. % �
�

�

� ���

� sind Ausgangszahlen der Iterationsfolge, wenn sie sich nach einer gewissen Zahl von
Iterationsschritten wiederholen.

De�nition 52. 


�

� � � �

�

� ���

� sind Ausgangszahlen der Iterationsfolge, die nach einer gewissen Zahl von Itera-
tionen in zyklische übergehen.

��� ist zyklisch oder vorzyklisch, wenn �

�

	 �

�

�

�
�

=

mit natürlichen
�

und 4 , wobei
�

(

4 .

Quellen:
Reinhart Behr. Ein Weg zur fraktalen Geometrie. Stuttgart, Klett, 1989.
Helmut Dittmann. Komplexe Zahlen. München, Bayerischer Schulbuch-Verlag, 1976.
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Abb. 17: Zyklischer Winkel

Die Mandelbr otmeng e

(Vortrag: Jan Hering, Protokoll: Ema Fiedlerová)

Abb. 18: Benoît B. Mandelbrot

Die uns von Jan vorgestellte Mandelbrotmenge ist nach dem polnischen Mathematiker Benoît B. Mandelbrot
(siehe Abbildung 18) benannt, der wesentlich dafür verantwortlich ist, dass heute ein solches Interesse an der
fraktalen Geometrie besteht. In den 40er Jahren begann er sich mit den Juliamengen (siehe nächster Vortrag)
zu beschäftigen und versuchte, sie zu verallgemeinern. 1979 de�nier te er die sogenannte Mandelbrotmenge,
in der jeder Punkt das Aussehen der Juliamenge bestimmt, die zu dem ausgewählten Punkt gehört. Es handelt
sich bei der Mandelbrotmenge um eine zusammenhängende Menge von Punkten in der komplexen Ebene.

1 Wie ist die Mandelbrotmenge de�nier t?

De�nition 53. Die Menge aller komplexen Zahlen, für welche die rekursiv durch � �

�

�

	

�

�

�

� �

de�nier te
Folge nicht gegen unendlich strebt, ist die Mandelbrotmenge.

2 Wie entsteht die Mandelbrotmenge?

Iterationsvorschrift: ���

F

�

J

	

�

�

� �

- ��-

�

 � /

Wir wählen �(�

	 �

,
� 	 � �

und von da ausgehend wird fortgesetzt iteriert:

�

�

	

���

F

�

J

	 � �

�

�

	

���
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�

J

	 �

�

� � 	 N �0� � �

�

�

	

���

F

�

�

J

	

F

�

�

� �

J

�

��� 	 �(�0N � ���

�
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���

F

�

�

J

	

F F

�

�

���

J

�

� �

J

�

��� 	 N �.�0N ��� ���

/�/�/

Dadurch ergibt sich eine Zahlenfolge
���

�

�

D

�

�
� . Jetzt fragen wir nach der Divergenz oder Konvergenz in

der � -Ebene. Da wir aber bei einer Folge von komplexen Zahlen nicht über Divergenz oder Konvergenz
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sprechen können, betrachten wir an Stelle der komplexen Zahlen
�

�

	

� �

� � �

� deren Beträge
� �

�

� 	

�

�

�

�

� �

�

�

. So entsteht eine Folge positiver reeller Zahlen, die man schon bezüglich der Divergenz oder
Konvergenz untersuchen kann.

� �
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�

�

	 �

� �
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J

�

	

�

� � �������
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�����
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� �
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�
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N �.�

J

�

�

F

N �����

J

�

	

�

��� � �

�

��� ���.�

-

��� �

�

/�/�/

Die Mandelbrotmenge entsteht so, dass der Computer alle Punkte der � -Ebene, deren Betrag bei Itera-
tion nicht gegen unendlich geht, schwarz zeichnet. Zur Ermittlung der Nichtdivergenz mit dem Computer
wählen wir eine endliche Zahl

�

von Iterationen und eine positive Zahl $ als Grenzwert für die Diver-
genz. (Man führte diese Beschränkung durch

�

und $ ein, um den Rechenprozess zu vereinfachen.)
Dann erklären wir die Folge

�

� für nicht divergent, falls gilt:
� �

�

�

(

$�- �

���

�

.

Die so entstandene Mandelbrotmenge bezeichnet man als realistische Mandelbrotmenge, für die gilt:

De�nition 54.
�

� 	 ���

 �

� � �

�

�

(

$E-

� �

�

�

Damit haben wir zwar keine echte, wohl aber eine sehr realistische Form der Nichtdivergenz vorliegen.
Die realistische Mandelbrotmenge ist also eine Annäherung an die ideale Mandelbrotmenge.

Für die ideale Mandelbrotmenge gilt:

De�nition 55.
�

� 	 ���

 �

�

@+A'B

�.C�D

� �

�

���M� �

.

3 Das Apfelmännchen

Als realistische Mandelbrotmenge erhält man das sogenannte Apfelmännchen (siehe Abbildung 19).

Abb. 19: Apfelmännchen

4 Eigenschaften des Apfelmännchens

(a) Symmetrie: Das Apfelmännchen ist symmetrisch bezüglich der reellen Achse.
(b) Schnitt mit der reellen Achse:

�

-

�

	 � N,�

�

�

�

	 .
(c) Einbettung: Das Apfelmännchen ist in eine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 2

eingebettet.
(d) Hauptkörper: Der Hauptkörper des Apfelmännchens ist von einer Kardioide (siehe Abbildung 20)

begrenzt.

Quellen:
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft 1994, S. 177-189.
http://www.fractsurf.de/mandel.html
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Abb. 20: Kardioide

Juliameng e

(Vortrag: Lucia Kore �nová, Protokoll: Martin Hoza)

Zunächst wurde uns ein kurzer Lebenslauf Gaston Julias gegeben.
Sei

�

die Zahl der Iterationsschritte,
�

 � eine beliebige, aber feste Konstante und �  � .
Die Iterationsvorschrift der Juliamenge lautet: � �

	

�

�

� <

�

���

-

�

 � .

De�nition 56. Die Juliamenge ist de�nier t als: �
�

� 	 �

���$ �

�

@'A'B

��CED

�

�
�

� �M� �

.

Es gibt eine unglaubliche Vielzahl von Juliamengen: Einige sehen aus wie dicke Wolken, andere wie bunt-
farbige Blumen, wieder andere wie Wirbel. Mit etwas Phantasie kann man sogar Kaninchen erkennen. Die
einfachste Juliamenge besteht aus der abgeschlossenen Einheitskreislinie. Wir erhalten diese Menge, indem
wir

� 	 �

setzen und so die Funktion �

F

�

J

	

�

� erhalten. Diese Funktion iterieren wir für verschiedene Start-
werte � .

Wir betrachten nun dieses Beispiel näher.

Sei �
�

	

�

�

ein Startwert. Dann erhalten wir �

�

	

�

F

�
�

J

	

�

�

�

�

. Der Winkel wird also verdoppelt und der Betrag
quadriert. Geometrisch bedeutet dies eine Drehstreckung.

Im Falle von
�

�
�

�

(

�

gilt
@'A+B

�.C�D

�

�
�

��	

@+A'B

�.CED

�

�

�

F

�

J

��	

@+A'B

�.CED

�

�

�

�

7

	 �

.

Die Punkte �
�

- �

�

- �
�

- . . . laufen auf einer spiralförmigen Bahn zum Koordinatenursprung.

Für
�

�(�

�

$

�

dagegen erhalten wir
@'A'B

�.CED

�

�
�

� 	

@+A'B

�.CED

�

�

�

F

�

J

�
	

@+A'B

�.CED
�

�

7

	 �

/ Die Punkte divergieren
jetzt auf einer spiralförmigen Bahn ins Unendliche. Für

�

�
�

� 	 �

bleiben die Zahlen auf dem Einheitskreis um

Abb. 21: Fluchtverhalten am Beispiel der Abbildung �������	�
���
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den Ursprung. Siehe hierzu Abbildung 21. Um das Verhalten der Punkte auf dem Einheitskreis zu beschreiben,
bedienen wir uns der Dualbrüche, welche im Folgenden vorgestellt werden. Man schreibt:

�

	

F

�

-��

�

� � �

�

/�/�/

J

�

� 	

5�:

�

�

5

�

�

�

�

5

�

�

�

�

5��

�

�

Die so erhaltenen Dualbrüche können in 4 Klassen eingeteilt werden.

� Wenn der Nenner
�

des Bruches
�

� nur durch 2 teilbar ist, d.h. wenn er sich in der Form
�

	 � �

darstellen lässt, wobei
�

 �� ist, so bricht der Dualbruch ab.

� Wenn der Nenner
�

nicht durch 2 teilbar ist und sich in der Form
�

	 � �

<

�

darstellen lässt, so ist der
Dualbruch reinperiodisch.

� Wenn der Nenner neben 2 auch noch durch eine andere Primzahl teilbar ist, so ist der Dualbruch vorpe-
riodisch.

� Die drei Klassen 1, 2, 3 bilden zusammen genau die abzählbare Menge aller rationalen Zahlen im Inter-
vall

� �

-

�

	 . Alle Dualzahlen in diesem Intervall, die weder abbrechend, noch rein- oder vorperiodisch sind,
bilden dagegen die nicht abzählbare Menge der irrationalen Zahlen.

Die nächste wichtige Frage beim Kennenlernen von Dualbrüchen ist, was passiert, wenn der Dualbruch mit 2
multipliziert wird. Die Multiplikation eines Dualbruchs � bewirkt eine Verschiebung des Kommas um eine Stelle
nach rechts.

Nun betrachten wir wieder die Funktion �

F

�
�

J

	

�

� und untersuchen das Verhalten, für
� ! �

, wobei �(�

	

�

�

	��

�

. Dann ist �

F

�

�

J

	 �

�

�

�

. Wie bei den Dualzahlen betrachten wir vier Fälle.

� Hin zum Fixpunkt 1
Hat man als Startwert einen abbrechenden Dualbruch, so bedeutet jede Iteration eine Verdopplung des
Winkels und eine Verschiebung des Kommas um eine Stelle nach rechts. Wir erhalten nach endlich
vielen Schritten den Winkel 0 und damit den Punkt 1.

� Rein zyklisch, Periode
�

Wenn der Startwert �

� aus der Klasse 2 der Dualbrüche ist, erhält man durch
�

-maliges Multiplizieren
mit 2 wieder �

� .

� Vorzyklisch, Periode
�

Dualbrüche der Klasse 3: Durch n-maliges Multiplizieren von �

� mit 2, d.h. durch
�

-maliges Verschieben
des Kommas, erhält man �

� erneut.

� Chaotisch
Es bleibt noch der Fall, dass unser Startwert �

� weder als abbrechender, noch als periodischer Dual-
bruch geschrieben werden kann. Dann liegt eine Irrationalzahl vor. Durch fortgesetztes Kommaverschie-
ben erhalten wir immer neue Iterationspunkte. Diese Punkte hüpfen scheinbar völlig chaotisch auf dem
Kreis




herum.

Eigensc haften der Juliameng e

1 Symmetrie
Jede Juliamenge ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

2 Weitere Eigenschaften
Die Juliamenge ist abgeschlossen und perfekt, d.h. sie enthält alle ihre Häufungspunkte und jeder Punkt
der Juliamenge ist ein Häufungspunkt der Juliamenge.

De�nition 57. Ein Punkt � heißt Häufungspunkt der Zahlenfolge F

�3�

J

�

��� , wenn in jeder Umgebung von � un-
endlich viele Folgeglieder liegen. � ist genau dann Häufungspunkt der Zahlenfolge F

� �

J

�

��� , wenn � Grenzwert
einer Teilfolge von F

�3�

J ist.
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Jede Juliamenge ist außerdem nicht-leer und kompakt.

Quellen:
http://www.wolferseder.de
http://www.mathematik.ch/anwendungenmath/fractal/julia
Herbert Zeitler/Wolfgang Neidhardt. Fraktale und Chaos. Eine Einführung. Darmstadt, Wissenschaftliche Buch-
gesellschaft, 1994.

Zusammenhang von Juliameng en

(Vortrag: Kinga Kacsor, Protokoll: Radoslaw Zuber, Julian Külshammer und Fabian Stolzenburg)

Frage: Wann ist eine Juliameng e zusammenhäng end?
Zunächst kommen die De�nitionen, die wir brauchen, um eine Antwort auf diese Frage zu geben:

Die Julia-Menge zum Parameter
�

 � ist de�nier t als:

� �

	 �

�  �

�

@'A+B

�.C�D

�

�
�

� �M� �

,

wobei � der Startwert der Iteration und � � der Funktionswert nach der
�

-ten Iteration ist.

De�nition 58. Eine Punktmenge heißt zusammenhängend, wenn es, von einem beliebigen Punkt ausgehend,
Wege gibt, auf denen sich jeder Punkt der Menge erreichen lässt, ohne diese zu verlassen.

De�nition 59. Wenn eine Menge nicht zusammenhängend ist, heißt sie unzusammenhängend.

De�nition 60. Die Gefangenenmenge einer Funktion �

�

�

!

� ist wie folgt de�nier t:

�

� 	 �

�  �

�

�

�

F

�

J

�M�

für
�L!M� �

.

Im Beispiel der Juliamenge stimmt die Gefangenenmenge mit der Juliamenge überein, denn nach den De�ni-
tionen sind in beiden Mengen nur die Werte enthalten, welche nicht gegen unendlich streben.

Antw or t:
Wir versuchen zur Beantwortung der Frage die Zusammenhänge zwischen verschiedenen Parametern und
dem Zusammenhang bei einfachen Funktionen schrittweise auf die Juliamenge zu übertragen.

1 Zunächst betrachten wir die Funktion: �

F




J

	

��








F

�ON�


J für �	-




 � .
Je nachdem, wie wir den Parameter � wählen, ist die Gefangenenmenge dieser Funktion entweder zu-
sammenhängend oder nicht. Für �

F




J�(

�

, d.h., wenn der Scheitelpunkt der zugehörigen Parabel inner-
halb des Einheitsquadrates liegt, ist die Gefangenenmenge zusammenhängend und für �

F




J

$

�

, d.h.,
wenn er außerhalb dieses Quadrates liegt, ist die Gefangenenmenge unzusammenhängend. Für den
Parameter � ergibt sich daraus:

� �

�

� �

.

2 Im nächsten Schritt versuchen wir nun diesen sehr speziellen Fall auf die allgemeinere Funktion �

F




J

	




�

� �

F




-

�

 ��

J zu übertragen. Wir verändern nun das Einheitsquadrat so, dass unsere Bedingung, ob
der Scheitelpunkt, dessen x-Koordinate als kritischer Punkt und dessen y-Koordinate als kritischer Wert
bezeichnet wird, innerhalb des Quadrates liegt, immer noch zutrifft. Das Quadrat verläuft nun auf beiden
Achsen zwischen

N

5

�

und
5

�

. Durch das Übertragen auf diese Funktion zeigt sich, dass
� � ��� N,�

sein
muss.

3 Nun lassen wir für die Variable auch komplexe Zahlen zu und betrachten die Gleichung �

F

�

J

	

�

�

� �

.
Dabei ergibt sich das Folgende.

Fazit:
Die Julia-Menge ist unzusammenhängend, genau dann, wenn die Iteration des Punktes 0 (vom Betrag her)
ins Unendliche führt. Die Julia-Menge ist zusammenhängend, genau dann, wenn die Iteration des Punktes 0
beschränkt bleibt.

Quelle:
Peitgen, Jürgens, Saupe. Chaos - Bausteine der Ordnung. Stuttgart, Klett-Cotta, 1994, S. 431-502.
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Zusammenhäng e zwisc hen der Mandelbr otmeng e und den Juliameng en

(Vortrag: Fabian Stolzenburg, Protokoll: Hannah Zipprich)

In seinem Vortrag stellte Fabian uns Zusammenhänge zwischen der Mandelbrotmenge und den Juliamengen
vor. Diese sind mathematisch oft sehr schwer zu beweisen, weshalb wir uns teilweise mit den Aussagen
zufrieden geben mussten. Einige der Zusammenhänge und Eigenschaften sind sehr verblüffend und manche
noch nicht erklärt. Alternativ zu der uns bisher bekannten De�nition bezeichnet man die Mandelbrotmenge
auch als „Landkarte der Juliamengen“.

De�nition 61. Die Mandelbrotmenge ist die Menge aller komplexen Zahlen
�

, für die die Juliamengen zusam-
menhängend sind, d.h. �

� 	 � �

 �

�

� � ist zusammenhängend
�

/

Bei der Mandelbrotmenge kann man für die Iteration einen festen Startwert auswählen und überprüfen, wie er
sich bei der Iteration verhält. Dadurch kann man überprüfen, für welchen Startwert

�

die Juliamenge zusam-
menhängend ist. Markiert man diese Werte schwarz, so erhält man das „Apfelmännchen“. Dieser Zusammen-
hang ist als erstem Benoît B. Mandelbrot aufgefallen, und er suchte daraufhin nach einem möglichst einfachen
und effektiven Weg festzustellen, ob eine Zahl

�

 � zur Mandelbrotmenge gehört. Die Mandelbrotmenge
liegt in einem Kreis

�

mit dem Radius
�

, der den Ursprung als Mittelpunkt hat, und beinhaltet alle
�

 � ,
die bei unendlicher Iteration (siehe Vortrag über die Mandelbrotmenge) nicht gegen unendlich gehen. Daher
muss gelten, dass alle

�

 � , die diesen Kreis nicht verlassen, wenn man sie unendlich oft iteriert, auch in der
Mandelbrotmenge liegen. Wir setzen

�

<
�

� 	 � �

 �

�

���  

�

- �(�

	 � �

-

wobei � die Iterationsstufe ist und
�

der Kreis mit Radius 2.
Es gilt

�

+

� 	

�

�

F

�

J . �

<

�

F

�

J ist die Menge aller
�

, für die die ersten zwei Iterierten in
�

liegen. Daher gilt
�

+

�

<

�

F

�

J�+

�

�

F

�

J .

Dies kann man fortführen, so dass man als Grenzmenge die Mandelbrotmenge erhält. Konkret heißt das, dass
man nur noch überprüfen muss, ob der Betrag

� ���

bei der Iteration von
�

kleiner als 2 oder gleich 2 bleibt, um
festzustellen, ob eine Zahl

�

zur Mandelbrotmenge gehört, oder nicht. Wenn
� ���

auch nach vielen Iterations-
schritten noch im Kreis liegt, so ist es in der Mandelbrotmenge enthalten, und die dazugehörige Juliamenge
ist zusammenhängend. Aufgrund der Position des Startwertes

�

in der Mandelbrotmenge kann man Aussagen
über die dazugehörige Juliamenge treffen: Die verschiedenen Knospen enthalten jeweils Juliamengen, die
sich ähnlich sehen.

Auf dem Rand der Mandelbrotmenge liegen komplexe Zahlen
�

, deren Juliamengen sehr kompliziert sind.
Außerdem führen am Rand der Mandelbrotmenge schon kleinste Positionsänderungen zu sehr unterschied-
lichen Juliamengen. Natürlich besteht die Mandelbrotmenge aus unendlich vielen, immer kleineren Knospen,
und es kann nicht für jede einzeln das Aussehen der Juliamengen bestimmt werden. Aber aufgrund bestimm-
ter Eigenschaften kann man doch Vorhersagen über die Juliamengen in jeder Knospe treffen. An den Stellen
zwischen der Kardioide und den Knospen liegen Werte

�

, zu denen hochkomplexe Juliamengen gehören,
die stark vom Drehwinkel zwischen den beiden Knospen abhängen. Diese Verbindungsstellen sind unendlich
klein. Interessant ist, dass die Anzahl der benötigten Iterationen, bis der Startwert den Kreis mit Radius 2 ver-
lässt, bei Annäherung von

�

an die Re-Achse Werte wie 31415928 annimmt. Diese nähern sich bei größerer
Genauigkeit (d.h. bei Annäherung an die Re-Achse) immer mehr an die Ziffernfolge von � an.

Die in einem Bereich enthaltenen Juliamengen müssen jedoch keinesfalls dieselbe fraktale Dimension haben.
So hat z.B. ein Kreis (die Juliamenge für

� 	 �

) eine andere Dimension �
� als eine Juliamenge mit komplizier-

terer Randstruktur, deren Startwert
�

ebenfalls in der Hauptkardioide liegt. Die Dimension ändert sich also mit
der Variation von

�

.

Bemerkung: Juliamengen, deren
�

nicht zur Mandelbrotmenge gehört, sind unzusammenhängend und sehen
aus wie Staub.

Eine Gemeinsamkeit von der Mandelbrotmenge und den Juliamengen ist, dass bei verschiedenen Vergröße-
rungen bestimmte Teile von Julia- und Mandelbrotmengen als gleich erscheinen können. Sie unterscheiden
sich jedoch wieder, wenn sie weiter vergrößert werden. Diese Eigenschaft erinnert stark an die Selbstähn-
lichkeit, die bisherige De�nition von Selbstähnlichkeit trifft jedoch nicht eindeutig darauf zu. Sie kann nur auf
unendlich große Gebilde angewandt werden. Daher sagt man, dass die Mandelbrotmenge und Juliamengen
eine asymptotische Selbstähnlichkeit besitzen.
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Quellen:
Benoît B. Mandelbrot. Die fraktale Geometrie der Natur. Basel, Boston, Birkhäuser, 1987.
Peitgen, Jürgens, Saupe. Chaos. Bausteine der Ordnung. Stuttgart, Klett-Cotta, 1994.
www.home.ph-freiburg.de/deissler/science/pp_mandelbrot/
www.jjam.de/java/applets/fraktale/Apfelmännchen.html
www.jmd-software.de/html/mathe/htmal/mndlbrt.htm
www.infosun.fmi.uni-passau.de/cl/sommercamp2002/vortrag/v3.html
www.eberl.net/chaos/sem/altin/d_index.html
www.rfhs8012.fh-regensburg.de/ � saj39122/oop/unterlagen/projekte/fractal/mandelbrot03.html

Zufällig e Fraktale

(Vortrag: Radoslaw Zuber, Protokoll: Kinga Kácsor)

Viele der fraktalen Konstruktionen haben zufällige Gegenstücke. Ein einfaches Beispiel ist es, bei der Erzeu-
gung von Fraktalen wie der Koch-Kurve bei den verschiedenen Schritten eine zufällige Entscheidung einzu-
binden.

In der Konstruktion der Koch-Kurve ersetzen wir jedes Mal das mittlere Drittel eines Intervalls durch die an-
deren beiden Seiten eines gleichseitigen Dreiecks. Wir könnten eine Münze werfen, um zu bestimmen, ob
die Lage des neuen Teils „über“ oder „unter“ der entfernten Strecke angenommen werden soll. Nach ein paar
Schritten erhalten wir eine ziemlich irregulär aussehende Kurve (siehe Abbildung 22).

Abb. 22: Zufällige Koch Kurve

Die Konstruktion der Mitteldrittel-Cantor-Menge kann auf mehrere Arten zufällig gemacht werden (wie es in
Abbildung 23 gesehen werden kann).

Abb. 23: Zwei zufällige Versionen der Cantor-Menge

Jedes Mal teilen wir eine Strecke in drei Teile auf. Wir könnten, anstatt immer das mittlere Drittel zu entfernen,
einen Würfel werfen, um zu entscheiden, welcher Teil entfernt werden soll. Alternativ dazu könnten wir die
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Intervalllängen auf jeder Konstruktionsstufe zufällig wählen, so dass wir auf der � -ten Stufe
�

� Intervalle mit
unterschiedlichen Längen übrig behalten. Dabei ergibt sich ein ziemlich irregulär aussehendes Fraktal.

Während solche „zufälligen Fraktale“ nicht die Selbstähnlichkeit ihrer nicht zufälligen Gegenstücke besitzen,
zeigt sich ihr nicht gleichmäßiges Aussehen oft viel eher in natürlichen Phänomenen, wie bei Küstenlinien oder
Wolkenrändern.

In ein Gefäß wird eine Kupfersulfatlösung (
	

�

�

�

�

) gegeben. Man hält nun eine Stromquelle in das Gefäß
hinein. Nach einer halben Stunde stellt man fest, dass das Kupfer sich in fraktalen Strukturen angelagert hat.
Was ist passiert? Den

	

�

�

�

-Ionen, die die Kathode berühren, werden Elektronen zugeführt. Das elektrisch
neutralisierte Kupfer in Elementarform lagert sich nun an. Kupfer hat die Eigenschaft, Strom zu leiten. Somit
lagern sich an dem Kupferatom neue Kupferatome an. Da die Kupferionen sich zufällig und chaotisch bewegen
(Brownsche Bewegung), entsteht aus den angelagerten Kupferatomen ein zufälliges Fraktal.

Quelle:
Kenneth J. Falconer. Fraktale Geometrie: mathematische Grundlagen und Anwendungen. Heidelberg, Berlin,
Oxford, Spektrum Akademischer Verlag, 1993.

Fraktale programmieren

(Vortrag: Hannah Zipprich, Protokoll: Julian Külshammer)

Das Ziel dieses Vortrags sollte sein, einen kleinen Einblick in das Programmieren von Fraktalen zu erhalten.

Wichtig e Begriff e
1 Quellcode

Der Quellcode sagt einem Programm, was es machen soll. Er ist sozusagen ein Gerüst für dieses Pro-
gramm und legt die Reihenfolge der einzelnen Schritte fest, die der Computer ausführen soll.

2 Algorithmus
Ein Algorithmus wandelt eine Menge von Eingabedaten in eine Menge von Ausgabedaten um. Die Ein-
gabedatei sind bestimmte Werte. Ausgegeben werden können z.B. bestimmte Werte oder Graphiken.
Algorithmen können auf verschiedene Weise verknüpft werden.

(a) Sequenz Bei einer Sequenz werden die Befehle nacheinander ausgeführt. Zum Beispiel be�ehlt man
dem Computer einen eingegebenen Startwert zuerst mit 3 zu multiplizieren und dann 5 dazuzuad-
dieren.

(b) Schleife
Bei einer Schleife gibt es eine Laufvariable und einen veränderlichen Wert. Man be�ehlt hier dem
Computer, einen Algorithmus so lange auszuführen bis ein bestimmter Wert erreicht wird.

(c) Entscheidung
Entscheidungen bestehen immer aus drei Teilen, einem „if-Teil“, der eine Bedingung angibt, einem
„then-Teil“, der enthält, was der Computer machen soll, wenn die Bedingung erfüllt ist, und einem
„else-Teil“, der sagt, was er ansonsten machen soll.

Diese drei Verknüpfungen können wiederum in verschiedener Weise miteinander kombiniert werden.

Wichtig e Befehle
In diesem Abschnitt wurden Befehle behandelt, die bei der späteren Programmierung einer Koch-Kurve in
Delphi benutzt werden sollten.

1 Am Ende jeder Befehlszeile muss ein Strichpunkt gesetzt werden. Außer am Ende des Programms, wo
ein Punkt gesetzt werden muss, und vor else.

2 Nun wurde den Kursteilnehmern eine kleine Liste mit wichtigen Rechenzeichen gegeben: + (plus), -
(minus), * (mal), / (geteilt), sin() (sinus), cos() (cosinus), round() (runden).

3 Eine Zuweisung wird mit
� 	

gekennzeichnet, z.B., um die Länge festzulegen.
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4 Die Daten, die man in den Computer eingibt, müssen von diesem erst eingelesen und dann umgewandelt
werden, so dass er damit rechnen kann.

5 Eine Paintbox ist ein Viereck, in dem bestimmte Graphiken vom Computer berechnet werden können.
Dabei kann vom Programmierer die Farbe dieses Feldes und die Farbe des Stiftes bestimmt werden.

6 Man bewegt sich vom aktuellen Standpunkt zu einem Punkt (x,y), ohne eine Linie zu zeichnen, in-
dem man eingibt: paintbox.canvas.moveto(x,y). Man bewegt sich vom aktuellen Standpunkt zu einem
Punkt (x,y) und zeichnet gleichzeitig den Weg, den ein Punkt zurücklegt, nach, indem man eingibt: paint-
box.canvas.lineto(x,y).

Fraktale Programmieren

Zum Programmieren von Fraktalen ist die Rekursion ein wichtiges Werkzeug. Hierbei ruft sich das Programm
an irgendeinem Punkt wieder selbst auf. Außerdem ist ein Abbruch eingebaut, der sagt, wann die Rekursion
stoppen soll. Als Beispiel wurde die rekursive Programmierung der Fakultätsfunktion erläutert.

Beispiel 62.
fakultaet (n)
{

if (n=0)
return 1

else
return (n * fakultaet(n-1))

}
Wie man in diesem Programm sieht, ruft sich das Programm in der letzten Zeile erneut wieder auf.

Der Vorteil ist, dass man den Computer etwas ausrechnen lassen kann, auch wenn nicht genau bekannt ist,
was und wie es herauskommt. Mit diesem Handwerkszeug ausgestattet, sollten die Kursteilnehmer versu-
chen, selbst eine Koch-Kurve zu programmieren. Im Anschluss daran wurde eine korrekte Fassung gezeigt
und besprochen, wie diese funktioniert. Nun wurde noch der Quellcode eines Programms ausgeteilt, das die
Vortragende selbst erstellt hatte und das Mandelbrot- und Juliamengen darstellen konnte.

Quellen:
Peitgen, Jürgens, Saupe. Chaos. Bausteine der Ordnung. Stuttgart, Klett-Cotta, 1994, S.431-502.
http://www.sjb.rv.bw.schule.de/schule/lehrer/ku/soft/fraktal/frakt.htm
http://www.gymmelk.ac.at/ nus/Delphi/
http://www.fractals.meyer-oohlendorf.com/julia/

Fraktale Musik

(Vortrag: Ben Sahlmüller, Protokoll: Ben Sahlmüller)

Der Vortrag über die fraktale Musik verlässt im Gegensatz zu den meisten anderen Vorträgen das theoretische
Feld der Mathematik und beschäftigt sich stattdessen mit der Anwendung von Fraktalen.

Varianten der fraktalen Musik

Genauso wenig, wie es „das Fraktal“ gibt, gibt es „die fraktale Musik“. Es gibt eine Vielzahl verschiedener
Varianten der fraktalen Musik, der Methoden zur „Komposition“ sowie der Ergebnisse.

Variante 1: fraktale Variation eines Musikstüc kes

Diese Variante beschreibt das Verändern eines Musikstückes mit Hilfe von Fraktalen. Während des Vortrags
haben wir dies am Beispiels des Präludiums C-Dur von J.S.Bach gehört. Die zwei vorgespielten Variationen
unterschieden sich mehr oder weniger stark vom ursprünglichen Stück.
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Variante 2: fraktale Musik aus dem Computer

Diese Variante stellt wohl die wichtigste Variante dar, da die Fraktale selbst am wenigsten interpretiert, sondern
in ihrer „ursprünglichen“ Form gelassen werden. Bei ihr benutzt man Computerprogramme, mit deren Hilfe man
nach verschiedenen Methoden Fraktale in Musik verwandelt. Auch in diesem Gebiet sind die Möglichkeiten
sehr groß, so dass wir uns auf zwei sich stark unterscheidende konzentriert haben.

1 Möglichkeit 1: „Tonnetzvariantenmethode“
Bei dieser Methode ordnet man die Tonarten nach einem bestimmten Muster an. Man benutzt anschlie-
ßend die Fraktale, um von einem Ton innerhalb des Musters zum nächsten zu springen. Je enger der
Computer dabei in seinen Berechnungen eingeschränkt ist, je genauer das System, nach dem der Com-
puter von einem Ton zum nächsten springt, vorgearbeitet wurde, desto harmonischer und „schöner“ wird
die Musik.

2 Möglichkeit 2: „die natürliche Variante Methode“
Diese Methode hält sich stark an die Strukturen des zugrundeliegenden Fraktals. Generell wird versucht,
das ganze oder Teile des Fraktals in einem Graphen darzustellen, auf dem man im Folgenden nach
bestimmen Vorschriften die Noten aufträgt (siehe dazu auch Abbildung 24). Diese Methode ist ziemlich

Abb. 24: Position der Noten auf dem Graphen

weit verbreitet und wird so oder ähnlich von vielen Programmen verwendet. In den Programmen lassen
sich dabei noch verschiedene Einstellungen ändern, so dass man nach eigenem Ermessen Ein�uss auf
das Ergebnis nehmen kann.

Variante 3: Fraktale Musik als Ideeng eber

In dieser Variante wird ein kurzes fraktales Thema erstellt (beispielsweise mit einem der oben dargestellten
Verfahren). Dieses Thema dient dann als Grundlage und Ideengeber für die Komposition eines Stückes. Im
Gegensatz zu obigen Varianten wird das endgültige Musikstück jedoch von einem Menschen komponiert.

Selbstähnlic hkeit in der fraktalen Musik

Als nächstes haben wir überprüft, ob es soetwas wie „Selbstähnlichkeit“ auch in der fraktalen Musik zu �nden
gibt. Zu diesem Zweck ließen wir mehrere Stimmen den gleichen (einfachen) Algorithmus spielen, wobei jede
Stimme doppelt so schnell spielte wie die vorherige. Dieses Experiment ergab, dass alle Stimmen in regel-
mäßigen Abständen den gleichen Ton spielten. Das Beispiel zeigt, dass die fraktale Musik in der Lage ist,
Eigenschaften eines Fraktals in die Musik zu übertragen.

Nutzen von fraktaler Musik

Auf den ersten Blick erscheint die Fraktale Musik nicht mehr zu sein als eine Spielerei. Auf den zweiten Blick
erkennt man jedoch weitere Nutzungsmöglichkeiten. So lässt sich mit der fraktalen Musik nicht nur eine Rei-
henfolge innerhalb von Fraktalen darstellen, sie hilft auch, Ähnlichkeiten zwischen Fraktalen zu erkennen, die
man an den Formeln alleine nicht erkannt hätte. Ein weiterer Vorteil der fraktalen Musik liegt darin, dass man
mit ihrer Hilfe auch ohne Gra�k en und Bilder in der Lage ist, Fraktale einfacher zu verstehen. Dies ist zum
Beispiel für Blinde von Bedeutung.
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Beispiele
Zum Ende des Vortrages haben wir uns einige Beispiele fraktaler Musik angehört und dazu fraktal erstellte
Gra�k en betrachtet. Hierbei konnten wir erkennen, dass diese Art von Musik doch ihren ganz eigenen Cha-
rakter hat. Selbst verschiedene Stimmungen lassen sich durch fraktale Musik darstellen.

Quellen:
http://aula.bias.ch/unterricht/unterrichtspraxis/modell/gm/frak.html
http://www.geocities.com/SoHo/Square/7921/fmusic.html
http://www.techlar.com/fractals/websys.exe?�le=e xplore/tutorials/disc28a.html
http://www.kullen.rwth-aachen.de/users/dschlich/mac.html
http://www.musikmagieundmedizin.com/standard_seiten/notenzahl.html
http://iem.at/f_e/bem/bem7/lang1_4.htm
http://www.fractalmusiclab.com/default.asp
http://www.chaffey.org/fractals/music/index.html
http://thinks.com/webguide/fractal-music.htm
http://www.�n.ne .jp/ � yokubota/composee.shtml
http://www.medienobservationen.lmu.de/artikel/computer/FRAKTAL/fraktal.html
http://www.stmg.de/ags/jufo/1996/chaos/mac.htm

Die „Fraktale“ in Aktion ... einig e bildhafte Eindrüc ke:
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